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Vorwort 1

Vorwort

Dieses Skriptum beinhaltet im wahrsten Sinne des Wortes das ,, Angeschriebene*, ndmlich
das, was im Laufe der Vorlesung an der Tafel oder dem OHP entstehen soll. Einige kurze
erlauternde Texte sind eingefiigt, aber das Skript hat keinen Lehrbuch-Anspruch. Es
gibt genug Biicher, die den Stoff der Vorlesung in breiter und tiefer Form ausfiihrlich
darstellen (s.u.).

Das vorliegende Skript soll dazu dienen, den Horerinnen und Hoérern meiner Vorlesung
das Mitschreiben zu ersparen. Es soll nicht den Besuch der Vorlesung ersetzen. Ich glau-
be, die miindlichen Erlduterungen, das Aufzeigen von Querbeziigen und zusétzliche Er-
kldarungen tragen wesentlich zum Versténdnis des Stoffs bei. In dieser Hinsicht sollte das
Skript auch ausgiebig mit eigenen individuellen Eintragungen angereichert werden. Ich
hoffe, dass es auf diese Weise den Besuchern meiner Vorlesung hilft, die Mathematik
besser zu verstehen, geméfl des Mottos ,,Mitdenken statt Mitschreiben®.

Als vorlesungsbegleitende Biicher mochte ich empfehlen
[Stingl] Mathematik fir Fachhochschulen, Peter Stingl, 7. Auflage, Hanser
[Diirr]  Mathematik fiir Ingenieure, Klaus Diirrschnabel, 1. Auflage, Teubner
[Rie] Mathematik fiir Ingenieure, Thomas Riefiinger, 5. Auflage, Springer

[Papl]  Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 1, Lothar
Papula, 10. Auflage, Vieweg

[Pap2]  Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Band 2, Lothar
Papula, 8. Auflage, Vieweg

Neben einer teilweise dhnlichen, teilweise alternativ ergdnzenden Darstellung des Stoffs
enthalten diese Biicher auch weitere zahlreiche Beispiele und Ubungen zur Vertiefung des
in der Vorlesung vermittelten Stoffs. Ubungsaufgaben mit ausgefithrten Musterlosungen
finden sich in
[RieU] Ubungsaufgaben zu Mathematik fir Ingenieure, Thomas RieBinger,
2. Auflage, Springer
[PapU] Mathematik fiir Ingenieure und Naturwissenschaftler, Klausur- und Ubungs-
aufgaben, Lothar Papula, 2. Auflage, Vieweg

Zum Ende der einzelnen Abschnitte finden sich Verweise auf die entsprechende Literatur
und auf entsprechende Ubungsaufgaben.

An dieser Stelle mdchte ich mich herzlich bei Reinhard Bodensiek bedanken, der das
Manuskript mit mathematischem Uberblick in technisch sehr versierter Weise gelATEXt
hat.

Aachen, im August 2007,

Georg Hoever




1 Funktionen

1. Funktionen

1.1. Elementare Funktionen

1.1.1. Lineare Funktionen

Definition 1.1

Eine Funktion der Form f : R — R, f(z) = maz + a heifit lineare Funktion oder
Gerade.

Bemerkungen:

1. Eine Funktion zwischen zwei Mengen M und N wird (exakt) beschrieben durch

f: M—N | x— f(x).

————
welche Mengen A phildungsvorschrift

2. Bei f(x) = mx + a gibt m die Steigung und a
den y-Achsenabschnitt an. m

Beispiel 1: f(z)=—32+1

)
—

3. Eine Gerade wird durch zwei Punkte P; = (z1,y1) und P,
Py, = (x2,y2) eindeutig festgelegt. v
Bestimmung des funktionalen Zusammenhangs:

Es ist m = 2= und a ergibt sich durch I I

Einsetzen eines Punktes, z.B. yo = mxs + a.

Beispiel 2:
Gerade durch P, = (—1,3), P> = (4,2).

. 2-3 -1 1
T Y1) " 5 T 75
1 4 14
2 = —7~4 :> s 2 —_— s —_—
5 +a a + 5 5
= Geradengleichung ist f(z) = —%x—i— %4

4. Eine Gerade wird durch einen Punkt P = (xq,yo) und die
Steigung m eindeutig festgelegt.

1.1. Elementare Funktionen



1 Funktionen 3

m
Yo P

N

Bestimmung des funktionalen Zusammenhangs:
1. In der Form f(z) = mz + a, Berechnung von a durch Einsetzen: yg = mxg + a.

2. Direkt in der Form f(x) = yo + m(z — o).

Beispiel 3:
Gerade durch P = (1,2) mit Steigung 3. ) .
1. flx)=mr+amitm=3und2=3-1+a,
also a = —1 also f(z) =3z — 1.
2. f#)=2+3(x—1)=2+30—3=3z—1. | / 1

Satz 1.2
Die Gerade durch den Punkt (xo,yo) mit Steigung m wird beschrieben durch

f@) = yo+m(x —x0).

Bemerkung:

Manchmal ist eine Funktion fiir verschiedene x unterschiedlich definiert.
Beispiel 4:

1, firx <0,

x, firz > 0.

f:R—>]R,am—>{

Literatur: [Papl] II1.5.2
Ubungen: [Diirr] 3.2, 1,2,4

1.1. Elementare Funktionen
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1.1.2. Quadratische Funktionen

Definition 1.3

Eine Funktion der Form f : R — R, f(z) =
Funktion oder Parabel.

ax® + bx + ¢ heiBt quadratische

Bemerkungen:
1. Typisches Bild :

a>0

a<0

2. Durch quadratische Erginzung erhilt man die so genannte Scheitelpunktform

flx)=a(z —e)® + f.
P = (e, f) ist der Scheitelpunkt.

Beispiel 1:

f(z) = 22° -8z +4
= 2(2® — 4z +2)
(a+b)? = a?+2ab+b?
——
=2( (z-27% —4+2)
— 2(@-22-2)
= 2(z—2)°—4.

Satz 1.4

2
f(x) = 2% + px + q besitzt die Nullstellen Ty = Py <2> —q.

Beispiel 2:
2% — 22 — 3 hat die Nullstellen

R \/<22>2 ~(-3)

1.1. Elementare Funktionen
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Hat 22 + px + ¢ die Nullstellen 1 und 9, so gilt

P 4pr+q = (x —x1) (T — 22).

Beispiel 3:

2?2 —22 -3 = (z-3)(z—(-1) = (z-3)(z+1).
Test: (z —3)(z+1) = 2> -3z +2—-3 = 2% -2z —3.

Allgemein gilt:

(x —x1)(x —29) = 22 — xxo — 212 + 2120

= 22— (z1 4+ z2)z + z129.

Satz 1.5 (Satz von Vieta)
Hat 2% + px + q zwei Nullstellen x1 und x2, so gilt x1 +x9 = —p und x1 - x2 = q.

Beispiel 4:
Findet man bei 22 — 2z — 3 die Nullstelle z; = —1 durch Ausprobieren, so gilt fiir
die zweite Nullstelle (—1) - z3 = —3, also z3 = 3.

Beispiel 5:
Bei 22 + 22 + 2 liefert Satz 1.4

2 2\ 2
ZL'I/Q = _5:': 5 -2
= —1++v-1,

also keine Losung im Reellen.
Der Funktionsgraf schneidet die xz-Achse nicht.

Bei az? + bx + ¢ muss man zunichst a ausklammern.
Beispiel 6:
f(z) = 222 —8x+6:
fz) = 0 & 2@*—42+3) = 0
& 22 —4x+3 =0

= Ty = +2£4/(-2)2-3 = 2£1

= x1=1, x9=23.

Also gilt f(z) =2(z — 1)(z — 3).

1.1. Elementare Funktionen



1 Funktionen 6

Bemerkungen:

1. Hat f(z) = az® + bz + c zwei Nullstellen x; und 9, so liegt der z-Wert z des
Scheitelpunktes genau zwischen z1 und zs:

1
Ty = 5(:1:14-562).

Bei 22 + px + ¢ ist z, = — 5.
Beispiel 7:
2?2 — 22 — 3 hat die Nullstellen z; = 3 und x9 = —1.
= Der Scheitelpunkt liegt bei z; = 3 (3 + (—1))=1 (vgl. Bsp. 2)
2. Durch drei Punkte mit unterschiedlichen x-Werten wird eindeutig eine Parabel fest-
gelegt.
Beispiel 8:
Bestimmung der Parabelgleichung az? + bz + ¢ durch (—1,1), (0,2) und (2, 0):

Einsetzen liefert

a — b 4+ ¢ = 1
c = 2
4a + 20 + ¢ = 0
a — b = -1
= c = 2
da + 2b = -2
6a = —4 : 4
= b = —-1-2a 1 \
c =
_ 2
a = 3
= = %
= 2

= Die Parabelgleichung ist —%xQ + %ZL’ + 2.

Literatur: [Diirr] 3.2.4; [Papl] II1.5.3
Ubungen: [Diirr] 3.2, 5,7; [RieU] 3.1; [PapU] A4

1.1. Elementare Funktionen
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1.1.3. Polynome

Definition 1.6
Eine Funktion der Form f : R — R, f(2) = ap2™ + ap_12" 1 + -+ + a12 + ag
heifit Polynom (vom Grad n, falls a, # 0).

Beispiel 1:
1. 223 — 522 4 1 ist ein Polynom vom Grad 3.

2. Quadratische Funktionen sind Polynome vom Grad 2.

3. Lineare Funktionen sind Polynome.

Satz 1.7
Ist p ein Polynom vom Grad n > 1 und p(a) = 0, so gibt es ein Polynom q(x)
vom Grad n —1 mit p(x) = (x — a) - q(z).

Beispiel 2:
flz) =23 — 2 + 22— 2.
Durch Probieren erhélt man f(1) = 0. bringt dann:

( x37x2+2x72):(3371)=932+2

— a3 + 22
20 — 2
—2x 4+ 2
0

= 22 —224+ 20 -2 = (z—1)(2?+2).

Satz 1.8

Jedes Polynom kann dargestellt werden als Produkt von linearen und nullstellen-
freien quadratischen Polynomen.

Bemerkung:
Ist p(z) = (z — a)¥ - q(x), q(a) # 0, so heiBt a auch
k-fache Nullstelle.
Beispiel 3:
fl) = 2*—222 4z =2 (x—1)°
1 ist doppelte, 0 einfache Nullstelle von f.

1.1. Elementare Funktionen
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Bei einer 2-, 4-, 6-, ...-fachen Nullstelle wird die x-Achse nur beriihrt; es findet
kein Vorzeichenwechsel statt. Bei einer 1-, 3-, 5-, .. .-fachen Nullstelle gibt es einen
Vorzeichenwechsel.

Beispiel 4:

Literatur: [Diirr] 3.2.5; [Papl] I111.5.4
Ubungen: [PapU] A1, A2

1.1. Elementare Funktionen
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1.1.4. Gebrochen rationale Funktionen

Definition 1.9
Der Quotient zweier Polynome heifit (gebrochen) rationale Funktion.

Beispiel 1:
3 2
z’ 4+ x° -2z
f) = 2 +2x+1
Bemerkungen:

1. Ist der Zahlergrad kleiner als der Nennergrad, so heifit f auch echt gebrochen ra-
tionale Funktion. Ansonsten kann durch Polynomdivision ein Polynom abgespalten

werden.
Beispiel 2:
flx) = % ist nicht echt gebrochen rational. Es ist :
—z+1
3 2 90} (249 4 1) =g 14 T
( z° 4 ac) (w+x+) z +$2+2$+1

—3—2% — ¢

— 22— 3z
2+ 2+ 1
—x+1
—z+1
= @ ==t e
—_——

echt gebrochen rational

2. Echt gebrochen rationale Funktionen kann man entsprechend den linearen und qua-
dratischen Anteilen des Nennerpolynoms nach Satz 1.8 in die Summe einfacher
Briiche zerlegen (Partialbruch-Zerlegung):

Beispiel 3:

T+ 5
2 —-2x—3

flz) =

Esist 22 — 22 — 3 = (x — 3)(z + 1).

Arggtz r+5 A 4 B
2 -2z —3 r—3 x+1
Az +1)+ B(z — 3)

(x=3)(x+1)
_ (A+B)r+A-3B
B (x=3)(x+1)

1.1. Elementare Funktionen
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Moglichkeiten zur Bestimmung von A und B:
1. Koefhizientenvergleich
e fiir den Koeffizienten von ,z“: 1= A+ B (I).
o fiir den Koeffizienten von ,1“: 5= A — 3B (II).
As— 4= A=2
L 1-24B=>B=-1
2. Einsetzen von z-Werten in z +5 = A(z + 1) + B(x — 3):
x=3fihrt zu8=A4-4=A4=2
r=—1fiihrtzu4=B(-1-3)= B =-1
T +5 _ 2 1
2 -2xr—-3 -3 ax+1
Beispiel 4:
—z+1
fz) = 224+ 2x+1
Esist 22 +2x 4+ 1= (z + 1)
Ansatz —r+1 N A 4 B
2 +2r+1 x+1  (z+1)?
_ Alz+1)+B
ENCEEE
Koeffizientenvergleich bei x bringt A = —1. Einsetzen von x = —1 bringt

—(-1)+1=B = B=2.

2

—r+1 -1 N
24+2x+1 z+1 (x+1)2
Beispiel 5:
2?2 +3z+5
flx) =

23— 22422 —2

Esist 23 — 2?2 + 22 — 2 = (v — 1)(2? + 2).

A Bx+C

Arggtz x2+3$+5
3 — a2+ 22 — 2

-1 2+ 2
AZ?+2)+ (B +O)(z — 1)

(z—1)(22+2) (+)
Ax?2 +2A+ Bx? — Bx+Cx —C

(x —1)(22+2)
(A+ B)2?+ (C - B)z+2A-C

(x —1)(22+2)

1.1. Elementare Funktionen
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Einsetzen von x = 1 bei (x): 12+3-1+5=A(12+2)= A=3
Koeffizientenvergleich bei 2?: 1=A+ B =3+ B = B = -2
Koeffizientenvergleich bei 1: 5=24-C=6—-C=C=1.

3 —2r+1
= f(z) = pr s S

3. Ist xp Nullstelle des Nenners und nicht Nullstelle des Zéhlers, so hat die Funktion
dort eine Polstelle.

Bei einer einfachen (drei-, fiinf-, ... fachen) Nullstelle wechselt dort das Vorzeichen,
bei einer zweifachen (vier-, sechs-, ... fachen) bleibt es gleich.

Beispiel 6:

| |

| |

| | 2242z
[ z—1 [ (z+1)2
| |

| |

| |

Die Partialbruchzerlegung ermoglicht damit oft schon eine grobe Skizze des Funk-
tionsverlaufs.

Beispiel 7:

x+5 2 1
= - = — . B 1 1 1
/() z? —2x—3 r—3 x+1 (5. Belspiel 3)

Bei 3 und —1 hat man also einen Pol mit Vorzeichenwechsel, Werte knapp iiber
drei liefern grofle positive Funktionswerte, Werte knapp iiber -1 liefern stark
negative Funktionswerte.

Literatur: [Diirr] 3.3; [Papl] IIL.6.1, II1.6.2
Ubungen: [Stingl] 8.3, 14; [PapU] A8, A10, All, Al4, A15

1.1. Elementare Funktionen
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1.1.5. Winkelfunktionen

Neben der Angabe von Winkeln in Grad ist das Bogenmay$ iiblich.
Dies entspricht der Liange des Kreisbogens im Einheitskreis (Ra-
dius = 1) bei entsprechendem Winkel:
360° £ 2m, 180° L, 1°&
" " 180
allgemein entspricht dem Winkel v in Grad der Wert 155 - a im
Bogenmaf, z.B. 60° = 150 - 60 = 3.

Im Folgenden wird (fast) ausschliefllich das Bogenmaf} verwendet.

)
N

/

Definition 1.10

Die Funktionen sinz, cosz, tanx und cot x heilen Winkelfunktionen oder trigo-

nometrische Funktionen.

1 4 sin x

N\ SN

1.1. Elementare Funktionen
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Bemerkungen:

1. sinz und cos z stellen Grofien im Einheitskreis dar:

1

sine 1+ — —

sin x
cosx’

cosxT

Es ist tanx = OST
sSin T

cotx =

2. sinz und cos z sind 27-periodisch, tan x und cot x w-periodisch.
3. Statt (sinz)? schreibt man auch sin? z, entsprechend cos? x.

4. Wichtige Winkel und Werte:

N A N N
0 g =30° T =45° 7 =60° 5 =90°
; VO _ vi_ 1 v2 _ /1 V3 V4 _
sin | =0 $=5 | = \@ v 7 =1
V3 1 1
cos 1 5 5 5 0
5. In einem rechtwinkligen Dreieck gilt
. Gegenkathete Ankathete Gegenkathete
sihoe = —————, coSa=———, tana=—"——"8-——
Hypotenuse Hypotenuse Ankathete
c
c-sinao
« .
Ankathete C-COS
Satz 1.11
1. sin?x +cos®?z = 1 (trigonometrischer Pythagoras)
9 g _ o« .
sin(z + y) sinx cosy + C(')S x s1'n Y (Additionstheoreme)
3. cos(x+y) = cosxzcosy —sinxsiny
insbesondere: sin(2x) = 2sinzcosz,
cos(2x) = cos?x —sin’x = 2cos’x — 1.

Literatur: [Diirr] 3.5; [Rie] 6.1; [Pap1] I11.9.1, 111.9.2, T11.9.3, I11.9.4
Ubungen: [Diirr] 3.5, 1,2,4; [Riel] 6.1, 6.2, 6.3, 6.4; [PapU] A17, A19

1.1. Elementare Funktionen
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1.1.6. Exponentialfunktionen

Definition 1.12
Eine Funktion f : R — R, f(z) = a® (a € R™?) heit Ezponentialfunktion.

Besonders ausgezeichnet ist die Funktion exp(z) = e® mit der Eulerschen Zahl
e~ 2.71828...

Beispiel 1:
f(x) =27 oder f(z) = (3)" = & =277
Bemerkungen:
1. Typische Bilder:
a” .

1 a>1 1 a<l1

/ \

T T

2. Fiir a > 1 wachst a® sehr schnell.

3. Fiir jedes a ist a® = 1.

Satz 1.13
Sei a,b € R™° und x,y € R. Dann gilt:

a®-b* = (a-b)*,
a® - a¥ a®ty,
(@) = a,
a—x — 1

Definition 1.14 (Hyperbelfunktionen)

1
sinhz = §(ex —e ") (sinus hyperbolicus)
1
coshz := §(ex+ e ") (cosinus hyperbolicus).

1.1. Elementare Funktionen
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sinh z

\

/ cosh z

1

Bemerkungen:

1. cosh x heiffit auch Kettenlinien-Funktion. Die Funktion beschreibt
die Form frei aufgehéingter Ketten, Kabel oder Seile, z.B eine Hoch-

spannungsleitung.

2. Die Punktemenge {(cosh z, sinh )|z € R} beschreibt eine Hyperbel,

daher der Name.

3. Wie bei sin und cos schreibt man (sinhz)? = sinh? 2, entsprechend cosh? z.

Satz 1.15
cosh? x — sinh®’z = 1.

Beweis:

Einsetzen der Definition und elementares Nachrechnen.

Literatur: [Diirr] 3.6.1; [Rie] 6.2; [Papl] II1.11.1, IT1.11.2, II1.11.3, II1.13.1

Ubungen: [Diirr] 3.6, 1,3,4,5,10; [RieU] 6.5, 6.6; [PapU] A38, A39, A40

1.1. Elementare Funktionen
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1.1.7. Die Betrags-Funktion

Hiufig interessiert nur der Absolutwert, nicht das Vorzeichen einer Zahl. Dies kann man
als Funktion auffassen.

Definition 1.16
Die Funktion f: R — R, z — |z| mit

heiflt Betrags-Funktion.
—z, falls z <0,

xz, fallsz >0,
|| =

Beispiel 1:
Bl = 3,|-3 = =(=3) =3
Bemerkung:

Héufig treten Ausdriicke wie |x — 2| < 1 auf. Interpretation: 0 2
Der Abstand von z zu 2 (nach rechts oder links) muss < 1 R
sein.

Satz 1.17
Lojz-yl =[]yl
2. lz+y| < |z|+|y] (Dreiecksungleichung).

Beispiel 2:

3= [=3 = 1—-4] = [1+(-4)
< |1 4+]—-4 =1+4 =5

Literatur: [Diirr] 3.1

1.1. Elementare Funktionen
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1.2. Eigenschaften von Funktionen

Definition 1.18
Eine Funktion f : R — R oder f: [—¢,¢] — R heift

gerade = f(—z) = f(x),
ungerade < f(—z) = —f(x).

gerade ungerade

VRN PN /

Eine gerade Funktion ist achsensymmetrisch zur y-Achse.
FEine ungerade Funktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

Bemerkung:

Beispiel 1:

Gerade Funktionen sind
o f(x)=2a?
o f(z)=coshz

e Polynome, in denen nur gerade z-Potenzen auftreten, z.B. 26 — 324 4+ 222 + 3.

Beispiel 2:

Un.ge;a(u(ij iu;liitionen sind ’ / /.\ I/\\/ V
[/

o f(z)=sinz
e f(x) =sinhz

e Polynome, in denen nur ungerade z-Potenzen auftreten, z.B. z° — 423 4 2u.

1.2. Eigenschaften von Funktionen
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Definition 1.19
Sei I C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heifit

hsend <
monoton w]?aclljsz & firx,y e Iz <y gilt f(x) g fy),
wachsend

<
streng monoton & firx,y eIz <ygilt f(z) - fly).

fallend

\

streng monoton fallend monoton wachsend

Beispiel 3: l

f(x) = 23 ist streng monoton wachsend auf R. 7_

Beispiel 4: L Z
f(x) = 2? ist streng monoton fallend auf R<? und streng monoton
wachsend auf R0,

Definition 1.20
Sei f: M — N eine Funktion mit Wertemenge W = {f(x)|z € M }.
f heifit umkehrbar (injektiv) :< fir 1 # xo gilt f(z1) # f(x2).
Die Funktion f=! : W — M, die jedem y € W das (eindeutige) z € M mit
f(x) = y zuordnet, heiflt Umkehrfunktion.

Bemerkung:

Die Bezeichnung f~! ist nur ein Symbol; damit ich nicht % gemeint!

Beispiel 5:

M

nicht umkehrbar

1.2. Eigenschaften von Funktionen
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M < N

umkehrbar

M — N
(1
NN

g
Beispiel 6:
f(z)
nicht umkehrbar
I X9 x
Beispiel 7:
f(x)
umkehrbar
X1
i) Y
Umkehrfunktion:
y f (=)
bzw
() v
Satz 1.21

Streng monotone Funktionen sind umkehrbar.

1.2. Eigenschaften von Funktionen
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Bemerkungen:

1. Ist f: I — R, I C R umkehrbar, so erhilt man den Funktionsgraf von f~! durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden.

2. Rechnerisch erhilt man die Umkehrfunktion zu y = f(z) durch Auflésen nach x.
Ublicherweise tauscht man anschliefend die Variablenbezeichnungen = und y.

Beispiel 8: f(=)
[ ()

= y—1 = 2z
11 /
= T = -y— =

2 =i

N

Umkehrfunktion: f~1(z) = 1z — 3.

3. Definitionsbereich von f~! = Wertebereich von f.
Wertebereich von f~! = Definitionsbereich von f.

Literatur: [Diirr] 2.3.1; 2.3.4; [Papl] I11.2.2, TI1.2.3, TI1.2.5
Ubungen: [Diirr] 2.3, 2; [RieU] 5.2

1.2. Eigenschaften von Funktionen
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1.3. Umkehrfunktionen
1.3.1. Wurzelfunktionen

Die Funktionen f(x) = 2™ sind fiir x > 0 streng monoton wachsend.

Definition 1.22
Die Umkehrfunktion zu 2™ wird bezeichnet mit {/z.

Bemerkungen:
1. Statt ¢z schreibt man meist /.

2. Fiir negative x ist \/z nicht die Umkehrfunktion zu z?:

V(D2 = V=1 £ -1

Es gilt va? = || fiir alle .

3. Beim Auflgsen von / -Gleichungen kénnen sich durch das Quadrieren falsche
Losungen einschleichen.

Beispiel 1:
Gesucht £ mit V2 +3 ==

= 2x+3 = z?

= 22-22-3 = 0

= = = 3oderz = —1
Bs gilt v2-3+3=+9=3, aber /2(—-1) +3=+v1=1+# —1.
4. f(xz) = V1 — 22 stellt einen Halbkreis mit Radius 1 dar, 1

allg. v R? — 22 einen Halbkreis mit Radius R. K

Literatur: [Papl] II1.7.2
Ubungen: [Diirr] 2.3, 5

1.3. Umkehrfunktionen
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1.3.2. Arcus-Funktionen
Auf R sind die Winkelfunktionen nicht umkehrbar. Man kann sie aber auf bestimmte
Intervalle einschrénken, auf denen sie umkehrbar sind.

Ist allgemein M C N und f: M — R eine Funktion, so schreibt man f ‘  fir die auf N
eingschrénkte Funktion: f‘N N —-R.

Definition 1.23
. . -1 T T ,
arcsin = (sm‘[_ﬁ x ) ([-1,1] — [—5, 5] (Arcus-sinus).
272
-1
arccos = (cos‘[o W]> :[=1,1] = [0, 7] (Arcus-cosinus).
-1 T
arctan := (tan} - ) R —]——,=[ (Arcus-tangens).
=33 272
~1
arccot := <C0t‘]0 W[) : R —]0,7[ (Arcus-cotangens).
_ f arcsin 1x
Ll
1+ ~
LTS arccos
_x_q sin
|2 I I I 1__
\\ : ? //n/ 7;[-
T T-1 —1 1 = I
— —5 -
| | |
| tan | cot |
(I C 2l A I l/__
I 2 | |
Il nll Bl 7 (e |
' arctan arccm '
7 |
3 I3 |
| !
_—__ S O z '
| -z |
| 2 |
| | |
| | |
Bemerkung:
Durch Symmetriebetrachtung kann man aus w = .
arcsin z weitere w mit sinw = x finden. % ”\/%

Beispiel 1:
Der Taschenrechner liefert arcsin 0.9 &~ 1.12. Dann ist sin 1.12 = 0.9, aber auch
sin(1.12 + 27) ~ 0.9, sin(7 — 1.12) = 0.9, . ..

Literatur: [Rie] 6.1; [Papl] III.10.1, II1.10.2, II1.10.3, II1.10.4

1.3. Umkehrfunktionen



1 Funktionen 23

1.3.3. Der Logarithmus

Die Exponentialfunktionen a®, a € R>?, a # 1 sind streng monoton auf R.

Definition 1.24

Die Umkehrfunktion zu a®, a € R>?, a # 1, wird mit log, = bezeichnet. (,,Loga-
rithmus zur Basis a von z“).

al‘
1 T
Bemerkungen:
1. Spezielle Basen sind ausgezeichnet:
Inz := log,z (Logarithmus naturalis)
Id x := logyx (Logarithmus dualis, manchmal auch mit Ib bezeichnet)
logz = lgx = log;gx (Manchmal bezeichnet log z allerdings auch log, )

2. log, x wichst sehr langsam.

3. Fiir jedes a ist a® =1 = log,1=0.

Satz 1.25
Fiir a,b € R0, a,b # 1 gilt:
1. log,(z-y) = log,x+log,y (x,y € R>?)
2. log,(z¥) = y-log,z (z€R>" yeR)
3. logyx = logya-log,z (xrcR>7).

Beweis von 3.:

logy x = log, (alogax> z log, = - logy a

1.3. Umkehrfunktionen
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Bemerkung:

Satz 1.25.3 kann man in der Form

logy =

I =
8a® log, a

nutzen, um Logarithmen zu Basen a zu berechnen, die nicht auf dem Taschenrechner
sind.

Bemerkung:

Man kann auch zu sinh z und cosh x Umkehrfunktionen definieren, die so genannten
Area-Funktionen, arsinh, arcosh, ...

Literatur: [Diirr] 3.6.2; [Rie] 6.2; [Papl] II1.12.1, II1.12.2
Ubungen: [PapU] A28, A29, A30, A31

1.3. Umkehrfunktionen
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1.4. Modifikation von Funktionen

1.4.1. Verkettung

Definition 1.26
Seien f: M — N, g: S — T Funktionen und N C S.
Dann bezeichnet go f (,,g kringel f“, ,,g nach f*) die Funktion M — T, go f(z) =
g(f(x)) (Verkettung/ Komposition von f und g).

gof
f ° g

Beispiel 1:

Sei f:R—R, f(z)=22,¢9g:R—R, gx)=x+1
) = o) = a1
)

X
= go flx) = g(f(x
f = fz+1) = (z+1)? = 22 4+22+ 1.

(
foglx) = f(g(=

An Beispiel 1 sieht man, dass im Allgemeinen f o g # go f ist.

Bemerkung:
Ist f : M — N umkehrbar, so ist f~' o f die Identitit auf M und f o f~' die

Identitat auf f(M) = {f(x)|z € M}.

f

1.4.2. Verschiebung

Verkettung von f : R — R mit x 4+ a bewirkt eine Verschiebung des Funktionsgrafen:

f(x) + a: Verschiebung um a nach oben
f(x + a) : Verschiebung um a nach links

f(z —a) : Verschiebung um a nach rechts

1.4. Modifikation von Funktionen
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Beispiel 1:
f(m):mQ f(x):m2+1 f(x):(x+1)2 f(:lj): $712

Beispiel 2: 1
. . . Ccos T sin x
sinz und cos x sind gegeneinander /\ /
AN /
verschoben: p '\'></
2
W S

cos(z — 5) = sinuz.

1.4.3. Skalierung

Verkettung von f : R — R mit a -z, a > 0, bewirkt eine Stauchung / Streckung des
Funktionsgrafen.

a- f(z): Stauchung (a €]0,1]) bzw. Streckung (a > 1) in y-Richtung.
f(a-x): Stauchung (a > 1) bzw. Streckung (a €]0,1[) in z-Richtung.

Beispiel 1:

) =sinz f(z) =5 -sinzx f(x)=2-sinz

A % AR AW
AV Y
f(x) = sin(2x) f(x) =sin (32)

//\\//\\;‘JM\/{T\V/ : ‘ S

1.4. Modifikation von Funktionen
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1.4.4. Spiegelung

Verkettung von f : R — R mit —z bewirkt eine Spiegelung des Funktionsgrafen.

— f(x) : Spiegelung an der z-Achse
f(—x) : Spiegelung an der y-Achse

Beispiel 1:
fl@) = e f(@) = —e* fl@)= e

A N
™\

Literatur: [Diirr] 2.3.2
Ubungen: [Diirr] 2.3, 6; 3.6, 6; [RieU] 5.8

1.4. Modifikation von Funktionen
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2. Komplexe Zahlen

2.1. Grundlagen

Die Gleichung #? = —1 hat in R keine Losung. Wir fiihren die imaginire Einheit j (oft
auch i) ein, die j2 = —1 erfiillen soll.

Definition 2.1
C:={a+bj|a,b e R} heiBt Menge der komplexen Zahlen.
21,29 € C addiert, subtrahiert und multipliziert man wie iiblich mit j als Para-
meter unter Beriicksichtigung von j? = —1.

Beispiel 1:
(B42)+(1—j) = 3+1+(2-1)j = 4+]
(B+2))—(1—j) = 3+2j ~1+] = 2+3]

Komplexe Zahlen kann man inder in der Gaufischen Zahlenebene darstellen:

imaginére
Achse T .
2435/ )
4 -
34 2j
4+

I
reelle Achse

Beispiel 2:

2+3j)-(=14+])) = 2(=1+)) +3j(=1+])

= —2+42j—3j+3j?
-2+ (2-3)j +3(-1)
= —5—].

2 + 3j

Bei der Multiplikation werden die Léngen 14
(Betrédge) multipliziert und die Winkel ad- +
diert.

2.1. Grundlagen
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Definition 2.2
Zuz=a+bjeC, a,beR heift
o a Realteil (Re z) und b Imaginérteil (Im z),
e z:=a — bj die zu z konjugierte komplexe Zahl,

o Z| =Vas+ etrag von z.
Va2 + b2 Bet

Beispiel 3:
Zuz=2+3jist

Rez = 2,Imz = 3,Z = 2—-3j,

2] = V22432 = V13, —

Beispiel 4: 1

[—1+]] = V(12 +12 = V2,
|—5—j] = V(=5)2+(-1)2 = V26 = V13-V2.

Literatur: Stingl, 4.1, 4.2; [Diirr] 1.4; [Rie] 10.1, 10.2; [Pap2] I11.1.1, I11.1.2, I11.1.3
Ubungen: Stingl, 4.1, 1,3,5,6,9; 4.2, 1,2; [Diirr] 1.4, 1,2,3; [RieU] 10.1

2.1. Grundlagen
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2.2. Eigenschaften
Satz 2.3
(1) In C gelten bzgl. + und - die gleichen Gesetze wie in R.
(2) Esist |z]*>=2-%.
(3) Fiir z #0 ist L =271 :%.
(4) Fiir z1,20 € C gilt 21 + 29 = Z1 + Z3 und zZ1 - 22 = 21 - 2.
(5) |21+ 22| = |z1] - |22]-
(6) |21 + 22| < |z1| + |22| (Dreiecksungleichung).
Bemerkungen:
1. Satz 2.3(2) ergibt sich wegen:
z-7 = (a+dj)(a—0bj) = a®— (bj)’
= a®> -0’2 = > —b3(-1) = 2+ = |2
2. Satz 2.3(3) erhilt man durch Erweiterung mit z: 5 Z=2+43]
1 _Z 23(2 Z
z 2z |2|2 2 +
Beispiel 1: 11
1 o 2-3)  _2-3) 2 3.
2+3j  (2+3%) 13 13 13 —
11 2
z
3. Der Name ,,Dreiecksungleichung® wird in der Gauflschen Zahlenebene plausibel:
22
<1
z21 + 22
22
4. Auf C gibt es kein > oder <. Aussagen wie j < 1 sind sinnlos.
5. Fiir jedes a € C gibt es ein z; € C mit 27 = a; mit 21 gilt auch fiir zp = —2;:

2= (-2)?=22=a.

Beispiel 2:
a=-2:21=V2-j,29=—V2-].

2.2. Eigenschaften
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Die /' -Funktion ist weiterhin nur fiir reelle Zahlen > 0 definiert.

Grafisch erhélt man ein solches z; durch Halbierung des Winkels und /" -Nehmen
des Betrags.

/o

-1 1

Satz 2.4 (Fundamentalsatz der Algebra)
In C besitzt jedes Polynom p(z) = anz"™ + an_12"" 1 + -+ + a1z + ag mit a, # 0
genau n Nullstellen (inklusive Vielfachheit) z1,z2, ..., zp.
Es gilt p(z) = an(z — 21)(z — 22) - ... - (2 — 2zp).

Man sagt auch: In C kann man jedes Polynom in Linearfaktoren zerlegen.
Beispiel 3:

22 4+ 1 besitzt die Nullstellen &j : 22 +1 = (2 — j)(z + j).
Beispiel 4:

p(2) = 2% + 22 + 32 — 5 besitzt z = 1 als Nullstelle.
Polynomdivision bringt p(z) = (z — 1)(2? + 2z +5) Nullstellen von 22 + 2z + 5 sind

2 2\ 2 ,
= —5E\l5) -5 = —14+v=4 = —142j.

= p(z) = (2 = D(z = (-1+2))) (= — (-1 - 2j)).
Bemerkung:

Ist p(2) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, so ist mit zp immer auch Zg Nullstelle,
denn es gilt

p(%0) = an(Z)" + an-1(Z)" '+ + a1 + ag

= ap2" + an—120""t+ -+ @17z + ao

= apz" + ap—120""1 + - +a120 + ap
= p(zg) = 0 = 0.

Literatur: Stingl, 4.2
Ubungen: [RieU] 10.2

2.2. Eigenschaften
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2.3. Polardarstellung

In die Exponentialfunktion z +— e® kann man auch komplexe Werte einsetzen (vgl. S.
42) und erhilt so e” fiir z € C definieren. Es gilt weiterhin e*11?2 = 1 . ¢*2,

Insbesondere gilt also fiir a,b € R: eHib = % .eib,
~~

bekannt

Satz 2.5
el® = cosx + jsin .

Beispiel 1:

el i
e =elY=cos0+ jsin0=1
el =j el”™ e?
el =—1
e =1 KJ

Jedes z € C ist eindeutig beschrieben durch den Abstand r zu 0
und den Winkel ¢ zur reellen Achse. Es besitzt also die Darstellung

z = r-cosp+j-r-sing

r-(cosp+j-siny)

= r-el?,

N

Satz 2.6

Zu jedem z € C gibt es eine Polardarstellung z = r - /%, r ¢ RZY, ¢ € R,

Bemerkungen:

1. Wegen ei¥ = ei(#+27) ist das ¢ in der Polardarstellung nicht eindeutig.

2. Fir z; = ry - €)% 29 = 1y - J¥2 gilt:

Z1 29 = (7“1 . erm) (7"2 . eW?) = ryrg - eI¥ . edP2 = pipy. plle1+e2)

(Multiplikation komplexer Zahlen: Multiplikation der Betrige und Addition der

Winkel, vgl. Seite 28.)

3. Satz 2.5 erlaubt die Herleitung der Additionstheoreme (s. Satz 1.11):

FEinerseits gilt

eI@HY) = cos(x 4 y) + jsin(z +y).

2.3. Polardarstellung
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Anderseits ist
il@ty) _ Giztiy _ Gz Gy
= (cosx + jsinz)(cosy + jsiny)
= cosxcosy — sinzsiny + j(coszsiny + sinx cosy).

Der Vergleich von Real- und Imaginéarteil liefert

cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny

und sin(x +y) = cosxsiny + sinx cosy.

Literatur: [Stingl] 4.2; [Diirr] 3.6.4; [Rie] 10.3; [Pap2] I111.1.4
Ubungen: [Stingl] 4.2, 6,7,10; [Diirr] 3.6, 12; [RieU] 10.3, 10.6, 10.7

2.3. Polardarstellung



3 Folgen und Reihen 34

3. Folgen und Reihen

3.1. Folgen

Definition 3.1
Eine Abbildung N — C, n — a,, heifit Folge (Schreibweise: (ap)nen)-

Bemerkung:

Sind alle a,, € R, so spricht man auch von reeller Folge.
Beispiel 1:
(%)neN ist eine Folge; zu n ist % ein Folgenglied. Darstellung:

1. Als ,Funktionsgraf*:

Gn

1 + x

2. Auf der Zahlengerade:

0 1
—I‘QC( L
Definition 3.2
Eine Folge (ap)nen heifit konvergent gegen den Grenzwert a ( lim a, = a oder
oo n—oo
an, — a)

&< fiir alle e > 0 gilt: Fiir alle groen n ist |a, —a|] < e.

Andernfalls heifit die Folge divergent.

Bemerkungen:

1. fiir alle groflen n gilt ...“ bedeutet genauer:
Es gibt ein N, so dass fiir alle n > N gilt: .. ..

2. Die Menge U, (a) = {z| |a—z| < €} heifit e-Umgebung von a. lim a, = a bedeutet

n—oo

also: Fiir jedes € > 0 gilt: Fiir alle groien n liegt a,, in Ue(a).

3.1. Folgen
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E{a x X M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ...

X

bzw. auf der Zahlengerade:

Im Bild liegen die Folgenglieder ab ag in der angedeuteten e-Umgebung von a.
Beispiel 2:
lim % = 0. Denn sei € > 0 fest gewihlt (dies entspricht dem Teil ,fiir alle € > 0¢

n—oo

der Konvergenzdefinition). Dann gilt fir n > %, dass % < g, also }% — 0‘ <e.
Beispiel 3:

Sei a,, = 3 fiir alle n. Dann ist lim a, = 3.
n—oo

Bemerkung:

Eine Folge mit Grenzwert 0 heifit Nullfolge.

Satz 3.3
Seien (an)nen, (bn)nen konvergente Folgen mit Grenzwerten a bzw. b.
Dann gilt:
1. lim (a, £b,) =a=+b,
n—oo
2. lim (ap - by) = a-b,
n—oo
3. lim (A-ap) =A-a, fir \eC,
4. Ist b # 0, s0 ist by, # 0 fiir groffe n und es gilt: lim — = .
n—o0 O, b
Beispiel 4:
1 1 1
L =~ Dahergilt lim —— = — =1
nt+l 141 n—ocon+1 14 lim -~ 140

n—oo

CAnd 1 pd(4+ ) 4+ L 4’

3.1. Folgen
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n+2 n(l+2) 1 1+3,Hoo0 L+0 _
n? +1 n? (14 ) no1+-% 140

Bemerkung:

Aus der Konvergenz der Summe bzw. des Produkts zweier Folgen kann man nicht
auf die Konvergenz der einzelnen Folgen schlieffen!

Beispiel 5:
Die Folgen (an)nen und (by)peny mit a, = (—1)" und b, = —a, sind nicht

konvergent, aber (¢, )nen mit ¢, = a, + b, = 0 ist konvergent.

Wichtige Folgengrenzwerte:

Satz 3.4
1. Fiir jedes a > 0 gilt: lim nl—a = 0.
n—oo

2. Fiir jedes a > 0 gilt: lim {/a =1.
n—oo
3. Flir jedes q € C mit |q| < 1 gilt: lim ¢" = 0.
n—oo
4. Fiir jedes ¢ € C mit |q| <1 gilt: lim n-¢" =0
n—oo

und sogar fir jedes a: lim n® - q¢"™ = 0.
n—oo

Beispiel 6:

1 n
1 3 — =
nhm n (2) 0.

Definition 3.5
Sei (an)nen eine reelle Folge.
Man sagt (a,)nen konvergiert gegen oo ( lim a, = oo; a, — . 00)
n—oo
< Fiir jedes C' > 0 gilt a, > C fiir alle groflen n.
(entsprechend fiir —oo)
Satz 3.6
Sei an, > 0 fir alle n. Dann gilt: a, "— oo < i "Z0.

Bemerkung:
Aus Satz 3.4(4.) und Satz 3.6 folgt fiir jedes > 1 und jedes a:

d.h., fiir @ > 1 wichst Q™ schneller als jede Potenz von n.

3.1. Folgen
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Beispiel 7:

.on?t-1 . 1—n?
lim = 00,
n—oo n + 2

Satz 3.7
Sind p und g Polynome mit fiihrenden Koeffizienten a, und aq, so gilt

0 , falls q einen grifieren Grad als p hat,
lim M = Z—p , falls p und q gleichen Grad haben,
w5 g(n) q

(Vorzeichen von Z—Z) - 00, falls p einen grifieren Grad als q hat.

Literatur: [Diirr] 10.1, 10.2; [Rie] 4.2; [Papl] II1.4.1
Ubungen: [Diirr] 10.2, 1,2,5; [Riel] 4.1, 4.2, 4.5

3.1. Folgen
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3.2. Reihen
n
Schreibweise: Z ar = ai+tax+...+an.
k=1

n
Die Bezeichnung des Index ist irrelevant: Z ap = Z aj.

Beispiel 1: k= =

4
ZkZ = 124+22+32+4% = 30.
k=1

Definition 3.8
n

Sei (an)nen eine Folge von Zahlen und s, = Y aj die n-te Partialsumme.

k=1
00

Dann bezeichnet die Reihe ) aj die Folge (sp)nen, die bei der Summation der
k=1

aj entsteht.
o0

Konvergiert (s,)nen, so heifit die Reihe konvergent, > aj bezeichnet dann auch
k=1
den Grenzwert. Andernfalls heifit die Reihe divergent.
oo

Gilt s, "—° 00, so schreibt man auch > ap = 0.
k=1

Beispiel 2:
ap = 5 k 1 2 3 4
w b 1k
S1 = %
wo= 1o+ -
R T T
Bemerkung:

Die a; kann man sich als Folge von Schritten vorstellen, die Partialsumme ist dann
die Gesamtstrecke, die nach n Schritten zuriickgelegt wurde (Summe der einzelnen

Schritte).
Konvergenz einer Reihe bedeutet, dass man ,,zur Ruhe* kommt, i ap, = 0o bedeu-
tet, dass die Schrittfolge ,,ins Unendliche* fiihrt. =
Beispiel 3:
Sei a, = (—1)*1 alsoay =1, a3 = -1, a3 =1, ag = —1,....
Dann ist s1 =1, s =0, s3 =1, s4 =0,.... Man kommt nicht ,zur Ruhe“, die

Reihe divergiert.

3.2. Reihen
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Beispiel 4:

o0
Die Reihe Y ¢ heiit geometrische Reihe.
k=0

Es gilt
Atg+a*+ - +¢"1—q = 1+q+¢" + - +¢"
@+ P+ + g™

n
1— qn+1
_ ko _
alsosn—Zq = 1y
k=0
Falls [g| < 1 ist, gilt lim ¢"™' =0 also lim s, = 2. Daraus folgt:
n—00 n—oo q
Satz 3.9
o0
Die geometrische Reihe konvergiert fir |q| < 1 mit . ¢* = %_q.
k=0
Beispiel 5:
T N SR D S ¢ L R B
2 T 22 2 = 2) = 2 = 11 = 1
k=1 k=0 2
Beispiel 6 (Teleskopsumme):
o0
Betrachte kZQ kQ—I_k, also aj = ﬁ = ﬁ — % Dann ist:
n
Sn = Zak = az+az+---+an
k=2
(1 1 n 1 1 + 1 1 n + 1 1
S\l 2 2 3 3 4 n—1 n
1 1
=1 (die Summe schiebt sich wie ein Teleskop zusammen)
n
1
-1,
n

o0
= die Reihe konvergiert mit > aj = 1.
k=2

o0
Damit ) ax konvergiert, miissen die Folgenglieder aj, (die Schritte) gegen Null streben.

k=1
Die Umkehrung gilt aber nicht: Falls die Folgenglieder gegen Null gehen, muss nicht
automatisch schon die Reihe konvergieren.

3.2. Reihen
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Beispiel 7:
o0
Die harmonische Reihe: Y 1.
k=1

Die Summanden % konvergieren gegen 0. Aber an

IR U T R
273747576 78 910 16
STV LSS S L S I
= 274488 8 8 16 16 16
——

1
2

N[

1
2

= 1+1+1+1+
a 2 2 2

sieht man, dass die Folge der Partialsummen unbeschrinkt ist.

Satz 3.10
Die harmonische Rethe Z% konvergiert nicht.

Satz 3.11 (Rechenregeln fiir Reihen)
Sind > ar, = a und > by, = b konvergente Reihen, so gilt:

1. Y(ap £bp)=a=+b
2. Fir\eC gilt: Y N arp = \-a.

Beispiel 8:

<2 <1
E:pi;::”§:ﬁi2:224::2
k=2 k=2

Satz 3.12 (Vergleichs-Kriterium)
1. Ist by > 0, > by konvergent und |ay| < by, so ist auch Y ay konvergent.

2. Ist by, >0, > by, = 0o und ay, > by, so ist auch Y a = 0.

Bemerkung:

Der Satz besagt anschaulich:

1. Kommt man mit der Schrittfolge by zur Ruhe (> by konvergent) und macht
noch kleinere Schritte ay (|ax| < by), so kommt man auch mit der Schrittfolge
ay zur Ruhe () a; konvergent).

2. Kommt man mit der Schrittfolge by ins Unendliche (> by = oco) und macht
noch groflere Schritte ag (ax > by), so kommt man auch mit der Schrittfolge
ar, ins Unendliche (3 ap = 00).

3.2. Reihen
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Beispiel 9:

o0
Da 1%2 < kgl_ - gilt und ) ﬁ konvergiert, folgt die Konvergenz von k—IQ (z %2) .
k=1
Satz 3.13
o0
(1) k;ia ist fiir a > 1 konvergent und fiir a <1 divergent.
k=1

oo
(2) 3 k- q¢F st fiir |q| <1 und jedes a konvergent.
k=1

(3) Sind p und q zwei Polynome, so gilt:

= p(k) , der Grad von q ist um mindestens 2
Z konvergiert <

q(k)

el grofler als der von p.

Beispiel 10:
k241

B +k

k=1
(Fiir groBe k ist Z;I}c R~ ’;—z = + und )" 1 konvergiert nicht.)

konvergiert nicht.

oo
k+4
2. ; k:37:1 konvergiert.

(Fiir grofle k ist 153141 ~ k% = 7> und ) ;5 konvergiert.)

Definition 3.14
&S
Ein Ausdruck der Form Y agza” heifit Potenzreihe.

k=0
Beispiel 11:
2 3 =k 1
Lltz+z+z+... = Y 2¥=—.
k=0
1 1 1 1 — 1
2. Tx+§1:2+§x3+1x4+... = kzlgxk.
Bemerkung:
o
Eine Potenzreihe Y ajz® ist eine unendliche Summe in Verallgemeinerung eines
k=0

Polynoms " az* (endliche Summe).
k=0

Literatur: [Stingl] 3.5; [Diirr] 17.1, 17.2; [Rie] 9.1, 9.2; [Papl] VI.1.1, VI.1.2, VI.2.1
Ubungen: [Stingl] 3.5, 1, 5; [Diirr] 17.1, 1,2,3,5; 17.2, 3,7; [RieU] 9.1, 9.12

3.2. Reihen
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3.3. Spezielle Potenzreihen

Erinnerung:

El:=1-2-3-...-k, 0l:=1 (,k-Fakultat®).

Satz 3.15
(0.@) 1 o0
e = E R z¥, insbesondere e = > % (eulersche Zahl).
k=0 k=0

Die Reihe konvergiert fiir alle z € R. In die Potenzreihe kann man auch x € C einsetzen
und so e” fiir z € C definieren, vgl. S. 32.
Bemerkung:

Aus der Potenzreihe der e-Funktion erhéilt man die Potenzreihen zu sin und cos,
denn es gilt

1 1.
e’ = a'1+i(J )‘i‘a(J )2+§(Jx)3+@(ﬁ)4+‘
1 1, 1.4 1,
TR A TR T TR AP TR
_ 1 o, L 4 15
TR R TR T
1
3 5 7
+J<1v$‘3| AT T >
Wegen eJ? = cosz + jsinz (s. Satz 2.5) folgt:
o L s 15 14 _ Zoo (1) 2k+1
s = iL'—gx +ax —ﬁiﬂ + = = k_0(2k+1)'1' )
_ Lo 14 15 _Zw(—l)k 2%k

Ferner erhélt man auch die Potenzreihen zu cosh und sinh:

1
coshx = i(ez +e )

= 2[<1+x+2!x —i-a:c +...>+<1—:c+2!x TR +—...

1 2 1 4

1 1
ahnlich: sinhx = z + gx?’ + gx‘r’ +....

3.3. Spezielle Potenzreihen
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Zusammenfassung wichtiger Potenzreihen:

Satz 3.16
[e.e]
e’ = 1+x+—x2+lx3+ = lek
B 2! 3! o k!
k=0
: _ L g 15 7 _ — (=1 2k-+1
sinx = x—gx —i-gx —ﬁx +—... = k_0(2k+1)'.x
_ Lo, b a 1g _w(—l)k 2k
cosx—l—ix +Ja:—a:1: +—-~—kzo(2k)!-x
- _ L g, 15, 17+ _ - 1 2k+1
sinhz = x+§fc —1—5;8 —I—ﬁx +... = kz_[)(2k+1)"
1 o
. = l+z+22+224+... = ZZL‘k (Jz| < 1)
:v k=0
1 1 1 2 (—1)kH
In(14+z) = x—§w2+§x3—1m4+~- = Zka (lz] < 1)
k=1

Daraus kann man weitere Potenzreihen berechnen.
Beispiel 1:

1
1+a22  1— (—22)

Bemerkung:

1. Die Potenzreihenentwicklungen sind gute Ndherungen fiir kleine Argumente z, also

e* ~1+u, sinr ~ =z, cosx%l—%xQ,....

2. Eine Funktion mit der Potenzreihenentwicklung >"7°  apx® ist

ungerade & asp, =0 (es treten nur ungerade z-Potenzen auf)
gerade & agg41 =0 (es treten nur gerade z-Potenzen auf)

Literatur: [Diirr] 18.3
Ubungen: [Diirr] 18.3, 1,2

3.3. Spezielle Potenzreihen
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4. Grenzwerte von Funktionen und Stetigkeit

4.1. Grenzwerte

) / N\

| Zo | «TIO Zo

Die Bilder zeigen unterschiedliche Funktionsverldufe. Nur im linken Bild hat man ein
,braves“ Verhalten der Funktion bei xy: Ndhert man sich mit Argumenten x der Stelle
x0, so néhern sich auch die Funktionswerte f(z) dem Wert f(zo).

Definition 4.1
Sei f eine Funktion.

. fiir jede Folge (2, )nen mit 2, "— xg
lim f(z) = y :& © . ) 00
=T und z,, aus dem Definitionsbereich von f gilt f(z,) — y.

Falls g € R und nur Folgen x,, > xg zugelassen sind, so schreibt man
lim f(z) =y entsprechend lim f(z).
Tr—

T—To+ To—
Dabei ist z9 = 00 bzw. y = +oo zugelassen (bei reellem Definitions- bzw. Ziel-

bereich).

Beispiel 1:
f:R—R, z— 22 27=2. Dann ist lir% f(x) =4, denn fiir jede Folge x,, — 2 gilt
T—

offensichtlich z2 — 4.

Beispiel 2 (Heaviside-Funktion):
0, falls z <0
1, falls x > 0

lir% H(x) existiert nicht, denn sei x,, =
T—

SeiH:R—>R,x»—>{

(_nﬁ ; dann

o

besitzt (f(xn))neN =(0,1,0,1,0,...) keinen Grenzwert, aber z,, "— 0.

Es ist aber lim H(x) =1, lim H(z) =0.
z—0+ z—0—

Bemerkungen:
1. xg muss nicht im Definitionsbereich von f liegen, wohl aber die z,,.
Beispiel 3:
f:R\ {0} = R, x> S22

4.1. Grenzwerte
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Fiir lin% f(z) betrachtet man Folgen (z,,)nen mit z, # 0 und z,, — 0.
T—

2. Potenzreihenentwicklungen kénnen bei Grenzwertberechnungen hilfreich sein.

Beispiel 4:

. 1,..3 1.5 1,.7

hmsmx _ hm:c—ﬁx —i—gx — T + —...

z—0 X x—0 X
_ 1 5 1 4 1 6
_ilg(l)(l_ﬁx +§x—ﬁm + — )
= 1.

Das Wachstumsverhalten fiir z — oo ist d&hnlich wie bei Folgen:

Satz 4.2
(1) Fir @Q > 1 und jedes a gilt lim % = 0
T— 00
(,QF wichst schneller als jede Potenz von x*).

(2) Fir |q] <1 und jedes a gilt lim ¢"z* = 0.
r—00

(3) Fiir jedes a >0 gilt lim 22 =0 und lim 2 Inz =0

T—00 r—04+
(,Der Logarithmus wichst langsamer als jede Potenz von ).
(4) Sind p und q Polynome mit fiihrenden Koeffizienten a, und aq, so gilt

0 , falls q einen grifieren Grad als p hat,

~—

lim B a—z , falls p und q gleichen Grad haben,

a—o0 q(z) ‘ a
(Vorzeichen von a—’;) - 00, falls p einen gréfieren Grad als q hat.

Beispiel 5:
3 1 T
1. lim ro_ lim <> 3 = 0.
x—00 2% z—o00 \ 2
2. lim 2?22 = lim 27%(-2)? = lim (%)zxz = 0.
T——00 T— 00 rT—00
222 + 1 22 (2+ % 2
3tm 20 gy, TCER) 2
z—oo a2 + 1 z—00 g2 (1+ 1) 1

Literatur: [Stingl] 7.1; [Diirr] 10.4; [Rie] 5.3; [Papl] I11.4.2
Ubungen: [Stingl] 7.1, 3,4; [Diirt] 10.4, 1; 18.4, 3; [RieU] 5.5 Ubungen: [PapU] D29, D30

4.1. Grenzwerte
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4.2. Stetigkeit

Definition 4.3
Eine Funktion f heifit stetig in xg € D <= lim f(z) = f(xo).
T—T0

Eine Funktion f heifit stetig :< f ist stetig in allen zg € D.

Beispiel 1:
0, falls x <0
H:R—-R z— AL = ist nicht stetig,
1, falls z >0
denn H ist nicht stetig in 0. H ist aber stetig in allen zg # 0.

Beispiel 2:
f:R = R,z |z| ist stetig.

Satz 4.4
Alle ,normalen® Funktionen (Polynome, Exponential-, Wurzel-, trigonometrische

Funktionen, ...) sind stetig.

Satz 4.5 (Nullstellensatz)
Sei f: [a,b] — R stetig. Ist f(a) < 0 und f(b) > 0 (oder umgekehrt), so gibt es

ein x € [a,b] mit f(z) = 0.

Bemerkungen:
1. Die Voraussetzung ,,f(a) < 0 und f(b) > 0 oder umgekehrt“ kann auch formuliert

werden als f(a) - f(b) <O0.
2. Die beiden Bilder zeigen, dass die Voraussetzung der Stetigkeit fiir den Satz essen-

s / I
a \/ b a b
fat

ziell ist:

3. Nullstellen kann man mittels des Bisektions- /Intervallhalbierungsverfahren nume-

risch bestimmen:

4.2. Stetigkeit
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Sei f(a) <0, f(b) > 0.
Bestimme w := f< ath >

2
——

Intervallmittelpunkt
Ist w > 0, so liegt die Nullstelle in [a, aTer]
Ist w < 0, so liegt die Nullstelle in [“TH’, b].
Iteration fiihrt zu immer besseren Einschachtelungen.

Beispiel 3:

flx) = 23 +x—1: f(0) <0, f(1) >0 = Nullstelle in [0, 1]

f(0.5) = —0.375 = Nullstelle in [0.5, 1]
£(0.75) ~ 0.172 = Nullstelle in [0.5,0.75]

Literatur: [Stingl] 7.2; [Diirr] 10.5; [Rie] 5.4; [Papl] I11.4.3
Ubungen: [Stingl] 7.2, 2,10,11; [Diirr] 10.5, 1,2,3; [RieU] 5.6, 5.7, 5.10

4.2. Stetigkeit
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5. Differenzialrechnung

5.1. Differenzierbare Funktionen

Bei einer Geraden g(z) = ma + a ergibt sich die Steigung
m als

9(y) — g(z)
y—x

m =

Beispiel 1:
Bei g(z) = $x + 1 ist

NS
\
[\C][9N]
[

@ —g) 1
3—1 2 2

Die Steigung der Tangente! Und wie kann man die berechnen?
f(z)—f(zo)

Als Grenzwert der Sekantensteigungen: lim == —-

T—T0

Definition 5.1
Sei f eine Funktion mit Definitionsbereich D und x¢ € D.
f heilt differenzierbar in xg

o fim TE @) emmorn S0t D) - f(0)

existiert.
T—x0 T — X h—0 h

In diesem Fall wird der Grenzwert mit f’(x¢) bezeichnet (Ableitung).

f heit differenzierbar (in D) < f ist differenzierbar in jedem z( € D.
Die Funktion f': D — K, x — f'(z) heiit dann Ableitung von f.

Der Ausdruck Lﬁ(%) heifit Differenzenquotient.

T—x0o

5.1. Differenzierbare Funktionen
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Bemerkung:
Die Definition gilt sowohl fiir reelle D C R als auch fiir komplexe D C C. Ebenso

kann die Bildmenge R oder C sein. Daher wird hier allgemein f : D — K geschrie-

ben.
Beispiel 2: c
f:C—=C, x— c, fiir ein festes ¢ € C.
Dann ist
fim IO @)y, eme
T—z0 T — TQ T—x0 T — X(
Beispiel 3:
f:C—C, x+— mz+ a fiir ein festes m,a € C.
Dann ist:
lim flx) = flwo) _ L TEt+a— (mxo+a) _ lim m(x —xo) -
T—T0 r — X0 T—T0 r — X0 T—To X — X
Beispiel 4:
f:C—C, z— 2%
Dann ist:
h)— h)? — a2
lim f@o+h) = flwo) _ lim (xo +h)” — 3
h—0 h h—0 h
2 2 2
. x5+ 2xoh+h—2x )
= 1 0 0 . 1 2 h == 2 .
) h hli%( zo+h) o

= f(z) = 2? ist differenzierbar mit f'(x) = 2.

Beispiel 5:
f:C—C, z+— e" ist differenzierbar mit f'(z) = e”.

Anschaulich bedeutet ,, f ist differenzierbar in x¢“, dass f in der Nahe von xg durch eine
Gerade angenéhert werden kann (Tangente).

Satz 5.2
Ist f differenzierbar in xg, so wird die Tangente t zu f in xg beschrieben durch

t(x) = flwo)+ f'(z0) - (¥ — o).

5.1. Differenzierbare Funktionen



5 Differenzialrechnung 50

Beispiel 6:
f(x) =2%in 29 = 1. Es ist f'(z0) = 270, also wird die £(1)
Geradengleichung beschrieben durch \

glz) = 1+2x—-1) = 2z —1. | 1

Bemerkung:

1. Im Alltag begegnet man der Ableitung in Form der Geschwindigkeit. Ist s(t) die
zuriickgelegte Strecke, so ist die Anderung des Ortes pro Zeit die Geschwindigkeit,
w ist die Durchschnittsgeschwindigkeit, s'(¢) ist die Momentangeschwindig-

2 1
keit.
(Bei Zeitabhiingigkeiten schreibt man in der Physik auch § statt s.)

2. Esist f'(zo) = mli_}rgg %ﬁxo) Damit der Grenzwert existiert, muss mli_}n;g( f(z) —

f(z0)) = 0 gelten, also lim f(z) = f(zo), d.h., f muss stetig in z¢ sein.
T—T0

Die Umkehrung gilt aber nicht!

Beispiel 7:
f R=R, zw— |z
f ist stetig in R, also insbesondere in zo = 0. Es gilt aber

f(z) = f(0) lz]  J+1 fallsz >0
- —1, falls x <0
f(z)—f(0)

so dass lim = nicht existiert.
x—0 =

= f ist nicht differenzierbar in 0.

f/

Literatur: [Stingl] 7.3; [Diirr] 11.1; [Rie] 7.1; [Papl] IV.1.1, IV.1.2, IV.1.3, IV.3.2
Ubungen: [Stingl] 7.3, 2; [Diirr] 11.1, 1,2,6

5.1. Differenzierbare Funktionen
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5.2. Rechenregeln

Satz 5.3
Sind f und g differenzierbare Funktionen, so sind auch f+gq, f-g, A- f und, falls

g #0, g differenzierbar mit:

(f+g) = f'+4g
() = A f
(f-9 = f-g9+f-d (Produktregel)

(g) = f/gg—Qfgl (Quotientenregel)

1’ —q
speziell: <g> = —g

Beispiel 1:
Betrachte f: R\ {0} = R, z — %2

(1)’ _ —((x2)’ -2 —2r 2

2 1.2)2 4 3.z 3’

Satz 5.4 (Kettenregel)
Die Verkettung differenzierbarer Funktionen f, g ist wieder differenzierbar mit

(gof)(x0) = ¢'(flxo)) - f(x0).
—_— —

aufere Ableitung innere Ableitung

Beweis:
e @) =) o) — o)) () — fo))
2=z T — To z—0 (f(z) = f(z0)) - (z — 20)
= ¢'(f(z0)) - f'(w0)
Beispiel 2:

Essei f:C - C,z— arxund g : C —» C, x — €% Dann ist f'(z) = a und
g (xz) = e”, also

(go f)(z) = e und (g0 f)(z) = ¢'(f()) f'(x) = & -a.

Folgerungen:
1. Fiir a = j ergibt sich daraus speziell

(ejx)/ = j'ejx = j(cosx + jsinz) = jcosx —sinzx.

5.2. Rechenregeln
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Anderseits ist (e/*) = (cosz + jsinz)’ = (cosz) + j(sinz)’. Der Vergleich
von Real- und Imaginérteil bei reellem z ergibt so

(cosz) = —sinz und (sinz) = cosz.
Damit ergibt sich nach der Quotientenregel:

. /
sin x
(tanz) = ( )
cos

(sinz)" - cosx — sinx - (cos z)’

cos? x
_ cosz-cosx —sinw - (—sinx)
N cos? x
1
cos? x
= 1+ tan’z.

2. Fir a > 0ist a* = (eln“)x = e®me also

(a;c)l _ (ea:~lna)/ _ e(lna)$ ‘lna = a*-lna.

Beispiel 3:
Gesucht ist die Ableitung zu  — sin®z. In der Form sinz - sinz kann man die
Ableitung mit der Produktregel berechnen. Man kann aber auch die Kettenregel
nutzen:
f(z) = sinz = f'(z) = cosx
=4(r) = 2.

Mit der Kettenregel erhilt man so: (sin z)’ = 2sinx cos z.

5.2. Rechenregeln
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Ubersicht iiber wichtige Ableitungen

f(z) f(x) Bemerkungen
z" nx™1 ne€R
1 1
vV NG VI =x?
1 _1 1,1
X xT X
e’ e’
a® a®*lna a® = e*na 4 c R>0
Inx 1 x>0
X
1 — lInz
log, = —ina log,z =135, ©,a>0
sinx CcCosT
CcoS T —sinzx
2 1 s
tan x 1 +tan“r = o r#5+km, kel
1
cotx e x#km, kel
arcsin x L z| < 1
1—z2
arccos L1 lz| <1
11—z
1
arctan x T2
sinh z cosh x
cosh x sinh x
1
tanhz cosh? z

Literatur: [Stingl] 7.3; [Diirr] 11.2; [Rie] 7.2; [Papl] IV.2.1, IV.2.2, IV.2.3, IV.2.4, IV.2.5
Ubungen: [Stingl] 7.3, 13,14,15,17,19,21; [Diirr] 11.2, 4,6; [RieU] 7.1, 7.2, 7.3, 7.4, 7.5, 7.17, 7.18; [PapU)]
B1-B32, B55, B56, B63, B64, B65

5.2. Rechenregeln
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5.3. Hohere Ableitungen und Kurvendiskussion

Definition 5.5
Sei f: D — Rund zg € D. Man sagt:

Maximum

hat i in lokal .
f hat in x( ein lokales Minimum

< es gibt eine Umgebung U, (zp) mit:

fir alle © € Uz(zo) N D gilt f(z) T f(xo).

IV IA

zo heilit dann lokale Extremstelle.

N N

Satz 5.6
Ist f :]a,b] — R differenzierbar, so gilt

xo € |a,b| ist lokale Extremstelle = f'(z0) = 0.

Bemerkungen:

1. Die Riickrichtung “<=“ im Satz 5.6 gilt nicht. Beispielsweise hat
die Funktion f:]—1,1[ — R,  + 23 die Ableitung f’(z) = 322,
also insbesondere f/(0) = 0, 0 ist aber keine Extremstelle von f.
2. Es ist wichtig, dass xp im Inneren des Intervalls liegt. \

Bei einer lokalen Extremstelle am Rand muss die Ableitung
(einseitig betrachtet) nicht gleich Null sein.

3. Satz 5.6 kann benutzt werden, wenn man das Maximum oder Minimum einer dif-
ferenzierbaren Funktion sucht: Man berechnet die Nullstellen der Ableitung. Liegt
die Extremstelle im Inneren des Definitionsbereichs, so muss sie eine der Nullstellen
sein. Eventuell sind gesonderte Uberlegungen fiir die Rénder des Definitionsbereichs
notig.

Satz 5.7
Sei f: ]a,b[ — R differenzierbar.

streng monoton wachsend
monoton wachsend
monoton fallend
streng momnoton fallend

Gilt f'(z) 0 fir x € la,b[, so ist f

NINIV V
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/

streng monoton wachsend monoton wachsend
Bemerkung:
Wie man am Beispiel f : | — 1, 1] — R, z ~— 2 sieht, folgt aus der strengen

Monotonie nicht zwangsliufig, dass f/(z) immer echt grosser oder kleiner Null ist.

Satz 5.6 besagt, dass f/'(z9) = 0 eine notwendige Bedingung fiir eine lokale Extremstelle
ist. Wie verhélt sich f’ in der Nihe von xy?
g

\ /-

\

Man sieht: Bei einer Extremstelle wechselt das Vorzeichen der Ableitung. Keine Extrem-
stelle liegt vor, wenn das Vorzeichen der Ableitung gleich bleibt. Die Ableitung hat dann
in xg eine Extremstelle. Die Ableitung der Ableitung ist dort also gleich Null.

Definition 5.8
Sei f: D — K differenzierbar in D und zg € D.

Ist f/: D — K differenzierbar (in x¢), so heifit f 2-mal differenzierbar (in xo);
man schreibt f”(xq) := (f") (zo).

Entsprechend spricht man von 3-mal, ..., n-mal differenzierbar.

Die n-te Ableitung wird mit £ bezeichnet, speziell £ = 7 f10) = ¢/ fO) = ¢,

Im Alltag begegnet man der 2. Ableitung in Form der Beschleunigung: Ist s(t) der zuriick-
gelegte Weg zur Zeit ¢, so ist §'(t) die Geschwindigkeit und s”(t) die Beschleunigung (in
der Physik §).

Satz 5.9
Ist f :]a,b] — R 2-mal stetig differenzierbar und gilt fir ein xzo € ]a,b], dass
Mazimum
! _ 1" < . ; .
f'(w0) = 0 und f"(xo) S 0 ist, so hat f in x¢ ein lokales Minimum.

5.3. Hohere Ableitungen und Kurvendiskussion
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Bemerkung:

Die folgenden Bilder zeigen einen typischen Verlauf von f, f/, f”:

fl
/\f P
——] ] Nf——34
o 130\ o

Satz 5.10

Sei f: ]a,b[ — R 2-mal differenzierbar.
" < N . rechtsgekrimmt (konkav)
1. Ist f"(z) < 0 fir alle x € a,b[, so ist f linksgekriimmit (konves)
2. Ist f sogar 3-mal stetig differenzierbar, xo € la,b[ mit f"(zo) = 0 und
" (z0) # 0, so dndert sich das Kriimmungsverhalten in xg.
xo heiffit dann Wendestelle.

Bemerkung:

Eine Wendestelle zg mit f’(x) heifit auch Sattelstelle,
z.B. 2o = 0 bei f(z) = 23,

Eine Kurvendiskussion dient dazu, sich ein Bild von einer Funktion zu machen.
Dazu bestimmt man:

e gof. den maximal moglichen Definitionsbereich,

die Nullstellen,

e die Extremstellen,

die Wendepunkte,

das Kriimmungsverhalten,

gef. die Grenzwerte bei isolierten nicht definierten Stellen bzw. die Grenzwerte am
Rand des Definitionsbereichs.
x

Beispiel 1:  f(z) = o
x

e Definitionsbereich: D = R.

e Nullstellen: f(z) =0< 2 =0.

1-(224+1)—2-2x —2? +1
Esist f'(z) = = :
¢ Bsist f(o) (22 +1)? (22 +1)2
Da f auf ganz R differenzierbar ist, ist eine notwendige Bedingung fiir eine
Extremstelle, dass f/(x) = 0 ist, d.h. —2? +1 =0 also z = +1.

5.3. Hohere Ableitungen und Kurvendiskussion
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Es ist
) = 2x(2?+1)2 — (=22 +1)- 222 +1) -2z
(1132 + 1)4
—2z(z® + 1)+ (2 — 1) - 4o 22° — 6w
(22 +1)3 IRV
also

(1) =53 <0 guzso 1 ist Maximalstelle mit Wert f(1) = .
A

(1) =35>0 —1 ist Minimalstelle mit Wert f(—1) = —3.

e Kandidaten fiir Wendestellen sind die Nullstellen von f”:

f'x)=0 & 223 —62=0 & 2 =3z
& =0 oder z=+V3.

Man kann nachrechnen, dass f” an diesen Stellen ungleich Null ist.
Satz 5.10 besagt dann, dass 0 und 4+/3 Wendestellen sind mit den Werten
£(0) =0 und f (+v3) = +¥%2.

e Fiir x — oo ist f’(z) > 0. Da die Wendestellen genau die Stellen sind, an
denen sich das Vorzeichen der zweiten Abteilung dndert, folgt:
fiir r>3 ist f”(x) > 0, also f linksgekriimmt,
fir 0<xz<+3 st f’(x) <0, also f rechtsgekriimmt,
fir —v3 <2 <0 istf’(x)>0,also f linksgekriimmt,
fiir r < —V3 ist f”(x) < 0, also f rechtsgekriimmt.

e Esist lim f(z)=0= lim f(z).
f(x)
04 |

0.2 f

Literatur: [Diirr] 12.1; 12.2; 12.4; [Rie] 7.3; [Papl] IV.2.10, IV.3.3, IV.3.4, IV.3.5
Ubungen: [Sting]] 7.6, 17,18,19,20,21,23,24,25; [Diirr] 12.1, 2; 12.2, 1,2,3,4,5,6,7,8,9; 12.4, 1,2; [Riel] 7.7,
7.9, 7.10, 7.11, 7.12, 7.13, 7.14, 7.19; [PapU] B70-B93
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5.4. Anwendungen
5.4.1. Die Regel von De L’Hospital

Ziel dieses Abschnittes ist es, Hilfsmittel zur Berechnung von Grenzwerten lim gé )) be-
r—a

reitzustellen, falls % von der Art 0 oder 3 ist, z.B. hn% S‘;””
Betrachte den Fall f(a) =0 = g(a). Dann gilt:

f(z)—f(a) /
f@)  f@) - f(a) o I s i) 2 0),

g(z) — glx)—gla) 9lz)-g(a) g'(a)
also z.B. lim 22 — lim % = % =1.
z—0 T z—0

Satz 5.11 (Regel von De L’Hospital)
Set a € R oder a = 00 und

lim f(z) = 0= lim g(z) oder lim f(x)= oo = lim g(x).

Tr—a Tr—a Tr—a Tr—a

Sind f und g differenzierbar und g’ # 0 in der Nihe von a (x # a), so gilt:
@) o f

i g(z) | aa g/(x)

9

falls der rechte Grenzwert existiert (00 als Wert zugelassen).
Entsprechendes gilt bei einseitigen Grenzwerte.

Beispiel 1:
I cosx — 1 ~ i = sinx ~ i = cos0 _ 1

Falls der rechte Grenzwert im Satz 5.11 nicht existiert, kann man nicht daraus schlieflen,
dass auch der linke nicht existiert!
Beispiel 2:

Sei f(x) =x +sinz, g(r) =z und a = oo.

Dann ist lim ]gc @) _ Jim 1“% nicht existent, aber

T—00 /("E) T—00
lim M = lim TSy = lim <1+ Smx) = 1 existiert.
T—00 g(;z;) T—00 T T—00 T
Bemerkung:

f(z)
T

g(@)

Grenzwerte von f(z) - g(z) vom Typ 0 - co kénnen in der Form

(Typ 2) oder 22 (Typ %) behandelt werden.

5.4. Anwendungen
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Beispiel 3:

Bestimmung von lirgl zlnz, also f(z) == “=%F 0 und
rz—0+

z—0+
g(z) =lnz "—" —o0:
. . Satz 5.11 . : 2
L. lim zlnz = lim & "2 lim 14— = lim (li?
z—0+ x—04+ Tha r—04+ x)Q r—04+ -
(Inz
= lim (—z(Inz)?)...(bringt nichts)
z—0+
. . Satz 5.11 . L .
2. lim zlnz = lim Bz > lim - = lim (—x) = 0.
z—0+ z—0+ o z—0+ 72 z—0+

Literatur: [Diirr] 12.5; [Rie] 7.4
Ubungen: [Stingl] 7.6, 5; [Diirr] 12.5, 1,2; [RieU] 7.16; [PapU] B98-B104
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5.4.2. Das Newton Verfahren

Bei einer differenzierbaren Funktion kann der Funktions-
graf durch Tangenten approximiert werden. Dies kann

man zur Berechnung von Nullstellen ausnutzen:
Sei f: R — R differenzierbar und z¢ liege ,,in der Nahe*
einer Nullstelle von f. Die Nullstelle der Tangente an den zIO xll

Funktionsgraf in z( liefert eine neue Naherung z;. Die
Tangente wird beschrieben durch

t(x) = f(zo) + f'(x0)(z — o).

Fiir 1 muss also gelten:

0= f(zo) + f'(zo)(x1 — x0)

~ flzo) o
f,(ﬂfo) 1 0

S C)

< I 0 f/(l?o)

Dies kann man nun iterieren: z,11 = =, — o)
n

Beispiel 1:
Gesucht ist eine Nullstelle von f(z) = 2% — 4.

Este Naherung: z¢g = 1.
Es ist f/(x) = 2z, also

n n
TIn+l = Tn — = =
2x, 2x, 2z,

a2 —4  22%—(z2—-4)  a2l+4

Damit ist 21 = Lt = 2.5, 25 = 2.05, 23 ~ 2.0006, 24 ~ 2.00000009.

Bemerkungen:

1. Das Newton-Verfahren konvergiert nicht immer. Wenn es konvergiert, dann meistens
sehr schnell.

2. Mit dem Newton-Verfahren kann man auch andere Probleme, z.B. das Finden eines
x mit x - e® =1, l6sen, indem sie geeignet umgestellt werden:

z-e¥ =1 & x-e"=-1=0
= Newton-Verfahren mit f(z) =z -e* — 1.

Literatur: [Diirr] 12.6; [Rie| 7.4; [Papl] IV.3.6
Ubungen: [Diirr] 12.6, 1,2; [RieU] 7.15; [PapU] B96, B97
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5.4.3. Taylorpolynome und -reihen

Ist f in x( differenzierbar, so ldsst sich der Graf in der Ndhe von
o durch eine Gerade approximieren z.B. bei 2y = 0:

f(x) = f(0) + f'(0) - =.

Erlauben hohere Ableitungen noch bessere Approximationen?
Ansatz fiir eine Approximation durch ein Polynom héherer Ordnung:
f(@) ~ f0)+bx+cx?® +da® = p(x).
Wihle p so, dass mehrfache Ableitungen von p mit denen von f in 0 iibereinstimmen:

p(x) = b+ 2cx + 3da?
p'(x) = 2c+3-2-dx
p"(x) = 3-2-1-d, also

1) = PO = b
F0) = p0) = 2 = ¢ = Lf"(0)

1 f/,/(O).

f10) = p"0) = 3-2-1-d = d = 5

Definition 5.12
Sei zg € D und f : D — K n-mal differenzierbar. Dann heif3t
"1
Towo(w) = Ta(x) = 45 f® (@o)(w — z0)*
k=0

1

= Swo) + o) @ — 20) + 5 (@) = w0)* + -+ O o) (& — )"

n-tes Taylorpolynom zu f in xg.

Bemerkung:

Speziell fiir n = 1 erhélt man die Tangentengleichung als lineare Ndherung :
f(z) = Ti(z) = f(zo) + f'(20) - (x — o).

Mit Az = z — o kann man dies auch schreiben als
flwo+Az) = f(zo) + f'(x0) - Ax.

Fiir n = 2 erhalt man eine Parabel.

5.4. Anwendungen
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Beispiel 1:

Das 2. Taylorpolynom zu f(z) = 1 in 2 ist wegen f'(z) = — 25, f"(z) =2-

1
To(x) = f(2)+ f(2)(x —2) + §f”(2)(1‘ —2)?
1 1 1 1 9
—2+< 4>(ZL'—2)+2'4({L‘—2)
1 1 1 9
ERE R
= 5 495 8:1:.
Damit gilt tatséchlich:
3 3 1 1
T12) = —=—=—4+- = = = 2
22) = S-hty = 5 = @)
3 1 1
/ 9 ot _ - _
TE) = 1 = ). )
4 2

Fiir steigendes n erhilt man Polynome immer héheren Grades und auf diese Weise quasi
eine Potenzreihe. Man nennt diese Reihe Taylorreihe. In vielen Fillen konvergiert diese
Reihe und stellt die urspriingliche Funktion dar.

Beispiel 2:
f(z) = e. Wegen f(")(z) = e erhilt man als Taylorreihe zu zg = 0.

1 1
r _ L+ 2, 1 3
e —1—i—a:+2!m +3!x + ...

Die Potenzreihen-Darstellung einer Funktion entspricht der Taylorreihe in zg = 0. Man
nennt diese Reihe auch Maclaurinsche Reihe zu f. Das n-te Taylorpolynom in xg = 0
entspricht der nach z™ abgeschnittenen Potenzreihe.

Wie nahe ist T),(z) der Funktion f(z)?

Satz 5.13
Sei f :]a,b[ — R (n + 1)—mal differenzierbar, xg € la,b] und T,(x) das n-te
Taylorpolynom zu f in xo. Dann gibt es zu jedem x € |a, b] ein ¥ zwischen xy und

FntD) () (& — zo)™

(n+1)! 0 '

Restglied

x mit f(x) =Ty(z) +

5.4. Anwendungen
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Bemerkung:

Der Satz wird meist in der folgenden Form benutzt:

f(n'H)(Q?)

m(ﬂf - 550)"Jrl fir ein ¥ zwischen g und x.

[f(x) = T(2)| =

Beispiel 3 (Fortsetzung von Beispiel 1):
Wie gut ist die Naherung T (x) fiir x € [1.5,2.5]7

Es ist f"(z) = —6- 2.

Nach Satz 5.13 gibt es fiir jedes z € [1.5,2.5] ein ¥ zwischen 2 und z (also insbe-
sondere ¥ > 1.5) mit f(z) = Ta(z) + ! 3?9) (z —2)3, also

1 /1\°
< — (2) < 0.02.
—1.54<2>—005

Taylorpolynome stellen in der Ndhe von xo meist (sehr) gute Nidherungen fiir f dar.

@)~ To(@)| = |56 55 (2~

Literatur: [Rie] 9.4; [Papl] VI.3.2, VL.3.3
Ubungen: [Stingl] 7.6, 9,10; [Diirr] 18.2, 2,3; [RieU] 9.8, 9.9, 9.10; [PapU] D9-D13, D15, D17, D18, D20-
D28
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6. Integralrechnung
6.1. Definition des Integrals und elementare Eigenschaften

Das Ziel der Integralrechnung ist die Berechnung der
Fliache unter einer Funktion f : [a,b] — R.

Idee: Approximation durch Rechtecke, genauer: N
Die z-Achse wird in kleine Abschnitte eingeteilt. In
diesen Abschnitten werden jeweils Rechtecke betrach-
tet mit einer Hohe, die in etwa der des Funktionsgrafen
entspricht. To T1 T2 .- Tn

Definition 6.1
Eine Zerlegung Z von |a,b] wird gebildet durch Punkte xj mit

a = << ...<Tph1<zTH = b

Axy, := x1, — xp_1 ist die Lange des k-ten Teilintervalls.
AZ :=max{Ax1, ..., Az, } heiBt Feinheit der Zerlegung.

Bei einer braven Funktion kann man als Hohe des approximierenden Rechtecks in dem
Intervall [zj_1, 2] den Funktionswert an einer Zwischenstelle Ty € [z_1, 2% nehmen.
Der Flicheninhalt des Rechtecks ist dann (xp — xg—1) - f(ZTk)-

Definition 6.2
Sei f :]a,b] = R, Z = {xg,z1, ... ,x,} eine Zerlegung von [a,b] und Zwischen-
stellen Ty, € [xp_1, 2x]) gewihlt. Dann heifit
n
S(f, Z,xy) = Z f(zx) - Az Riemannsche Zwischensumme.
k=1

Definition 6.3
Eine Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar

& fiir jede Folge Z,, von Zerlegungen mit lim AZ, = 0 und entsprechend Z,
n—oo

gewihlten Zwischenstellen 7™ existiert lim S ( Iy Zn, A )

n—oo
b
Dieser Grenzwert ist dann gleich [ f(z)dxz (,,Integral von a bis b iiber f“).
a

Bemerkungen:

1. Das wie oben definierte Integral heiffit auch Riemann-Integral.

6.1. Definition des Integrals und elementare Eigenschaften
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2. Falls f integrierbar ist, ist der Grenzwert der Zwischensummen tatséchlich eindeu-
tig.

3. Eine Riemannsche Zwischensumme kann man zur numerischen Berechnung eines
Integrals benutzen:

b n
/f(:z:)dx ~ Zf(f;)-Axk.
o k=1

b
4. Statt der Integrationsvariablen x bei [ f(z)dz kann man auch andere Bezeichner

b
wihlen, z.B. [ f(t)dt

Beispiel 1:
c
fila,b) = Rz c.
Sei Z eine Zerlegung von [a,b], Z = (x9, 21, ... ,Zn),
alsoa=zrg<z1<...<2Hp=>0bund a b

T € [xg_1, 7)) entsprechende Zwischenstellen.
Dann gilt:

n

S(f, Z,xp) = Zf T) - Az = Zc Tp— Tp_1) = C-Z(xk—xk,l)
k=1

=1
— ($1_$0 (2—x1)+...+(ﬂ?n—$n—1))
(

)

Also ist f integrierbar mit f f(z)dxz =c-(b—a). p L2

2

Zu f(z) = —1 ist beispielsweise [ f(z)dz =(-1)-(2—1)=-1. -1 ‘\‘
1

(Eine Fliache unterhalb der z-Achse wird negativ gewertet.)

Satz 6.4
f:]a,b] — R ist stetig = [ ist integrierbar.

6.1. Definition des Integrals und elementare Eigenschaften
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Bemerkung:

Satz 6.4 gilt allgemeiner fiir stiickweise stetige Funktio-
nen, d.h. Funktionen mit endlich vielen Sprungstellen,
zwischen denen die Funktion stetig ist, z.B.:

-1 ,z<0

f:[—l,l]—>R,xr—>{1 e>0° \\

1 -1
Esist [ f(z)dz =0.
-1
Beispiel 2:
® O OO0 -+ 0O
Voriiberlegung: €000 -0
n ® @ 0O o
Esgilt: Sk = 1424, 4n = 2D T ‘
gilt: = . = 5
k=1 eee ---00
n+1
Sei nun f:[0,1] = R, z — x.
Da f stetig ist, existiert fol f(x) dx nach Satz 6.4 und kann
entsprechend der Definition mit einer Folge von Zerlegungen
und entsprechenden Zwischenpunkten berechnet werden.
Berechnung:
Betrachte die #quidistante Zerlegung Z,, = {0, %, %, e ”T_l, 1},
also :r;;n) = %, k=0, ...,n. Dann ist Axl(cn) = %
Setze 73" = xgcn) = % Dann ist
~ o) A _ N R
S ( A(")> _ noAz™ = N E L
frZn, g, Zxk Al‘k nn
k=1 k=1
1 < 1 n(n+1)
B D i
k=1
_ n+1
- 2n
n—oo ]-
o0 -

1
Also ist [ f(z)dz = L.
0

6.1. Definition des Integrals und elementare Eigenschaften
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Beispiel 3:

f(z) = x% ist stetig auf R>?, also fiir jedes 0 < a < b stetig auf

b
[a,b], so dass [ 2 da existiert.

a
Berechnung des Integrals mit Riemannschen Zwischensummen:
Seidurch a = x¢g < 1 < ... < x = b eine Zerlegung Z gegeben.
Wihle zy := \/Tp_1 - Tk € [Tk—1,2k] (geometrisches Mittel von

Zp—1 und xg). a b
Damit ist:
n n 1
S(f.Z75) = > f@) Any = Y ————— (1 — 2p1)
k=1 k=1 VTk=1" Tk
. Z T — Tl—1 i ( 1 1)
i1 Tk—1°Tk 1 \Tk=1 Tk
1 1 1 1 1 1
X0 T T x2 Tn—1 In
11 11
oz xn a b

b
Also ist fx%dx:é—
a

Definition 6.5

Sei f : [a,b]— R (b = oo zugelassen) und fiir jedes ¢ € ]a, b| existiere [ f(z)dz.

a

b c
Dann heifit [ f(z)dz = lirgl [ f(z)dz uneigentliches Integral von f, falls dieser
a 0= q

Grenzwert existiert (entsprechend fiir die Untergrenze a).

Beispiel 4:
71 1 11
1. —dz = lim —dzr = lim|[-—-] =1
22 oo | 2 c—oo \ 1 c
1 1

oo
= das uneigentliche Integral [ 9%2 dz existiert.
1

c—0+ 2 c—0+ \ C
C

1
1 1 1 1
2. /Qdm = lim [ —dz = lim < — 1) (nicht existent in R)
x
0

1
= das uneigentliche Integral [ %2 dz existiert nicht in R.
0

6.1. Definition des Integrals und elementare Eigenschaften
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Definition 6.6
a b a
Fiir a < b setzt man [ f(z)dz := — [ f(z)dz und [ f(z)dz :=0.
b a a

Satz 6.7 (Rechenregeln)
Sind f, g : [a,b] — R integrierbar, so gilt:
1. Fir c € [a,b] ist
b

c b
ff(x)dx = ff(;v)dx+ff(x)dx
b b
2. [(f(z)+g( = [f= d$+fg

-~ 8

3. [A-flx)de = X-

a

f(z)dz (X €R).

@%v

Beispiel 5:
1 1 1 1 1
/2x+3 :/2xdx+/3dx: 2-/:cd:z:+/3dx
0 0 0 0 0
= 2-% +3-(1-0) = 4
Bemerkung:

Oft kann man Symmetrien bei der Integralberechnung ausnutzen:

1. f gerade = fcf(x)dx = 2-fcf(:1:)dx
—c 0

2. fungerade = [ f(z)dz = 0

—C

\\
o

3. Die Symmetrien von sinx und cosz ergeben z.B.

AN ANA) R/
% VAV,

2m iy T
[ sinzdz =0 [sin(2z)dz =0 Jcoszdz =0
0 0 0

Literatur: [Stingl] 8.1; [Diirr] 14.1; [Rie] 8.1; [Papl] V.2
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6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation

Satz 6.8 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung)

T

Sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig, a,x € I und F(z) := [ f(t)dt.

a

Dann ist F differenzierbar und F' = f.

Bemerkung: f
Der Satz besagt anschaulich, dass die Wachstumsrate % /
N_"

von F' der Grofle von f entspricht. | ' '
a x

Definition 6.9
Eine Funktion F heifit Stammfunktion zu f & F' = f.

Bemerkung:

Zu f gibt es keine eindeutige Stammfunktion. Mit F ist auch G(z) = F(z) + ¢ eine
Stammfunktion.

Beispiel 1:

(22) = 2x also (%xQ)/ =1 = F(z)= 2% ist Stammfunktion zu f(z) = x.
Beispiel 2:

Fi(z) = Inx besitzt die Ableitung F{(z) = 1 (z > 0).

Fy(x) = In(—z) besitzt die Ableitung Fj(z) = L - (-1) =1 (2 <0).

Damit gilt: Fiir x # 0 ist F(z) = In |z| Stammfunktion zu f(z) = L.

Satz 6.10 (Integralberechnung)
Ist f: [a,b] — R stetig und F eine Stammfunktion zu f, so gilt

b

/ f@)de = F(b)— F(a) = F()| .

a

Beispiel 3:

™
™

/sin:cda: = —cosx
0
0

= —cosm—(—cos0) = —(-1)—(-1) = 2.

Bemerkung:

Wegen Satz 6.10 bezeichnet man eine beliebige Stammfunktion von f auch mit
[ f(z)dz oder kurz [ f (,unbestimmtes Integral von f*), z.B f%dx = In|z|.

6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation
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Ubersicht iiber wichtige Stammfunktionen

1 1
/:U” = — 2" e (neRF / = arctanz +c
n+1 1+ 22
I In fo + [ i+
- = nlx|+c¢ ———— = arcsinz+c
x V1—a?

/sinx = —cosx + ¢ /sinh:p = coshx +c

cosr = sinx +c¢ /coshac = sinhz+e¢c

/ex = et + ¢ /ax = ﬁa‘”%—c

Durch Satz 6.10 wird die (analytische) Integration zuriickgefiihrt auf die Suche nach
einer Stammfunktion, also die Umkehrung der Differenziation (Aufleiten). Damit erhélt
man durch die Ableitungsregeln , Tricks“ zum Auffinden einer Stammfunktion.

Literatur: [Stingl] 8.2; [Diirr] 13.1, 14.2; [Rie] 8.1; [Papl] V.3, V.4, V.5, V.6, V.7

Ubungen: [Diirr] 13.1, 2,3; 14.2, 1,3,4; 14.3, 1,2,3; [RieU] 8.1, 8.2, 8.3, 8.10, 8.11

6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation
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6.2.1. Partielle Integration (Umkehrung der Produktregel)

Seien f, g stetig mit Stammfunktionen F,G. Dann ist F' - G Stammfunktion zu
(F-G) = FF-G+F-G = f-G+F-g, also gilt:

F-G = /f-G+/F-g

Daraus folgt:

Satz 6.11 (partielle Integration)
Sind f, g stetig mit Stammfunktionen F,G, so gilt:

/f~G = F-G—/F-g,
b

b, / [@)G(2)de = Flz)-G(z)

Beispiel 1:
(sinz)-xdx = (—cos:c)-x;r—/(—cosx)~1daz
o f G F G 0 F g
= (—cosx) —i—/cosxdac
0
= ((—cosm)-m—0) + sma:
= (—=(-1))-m + (sm7T— 0) =«
Beispiel 2:
1
/lnxdx = /1-lnxd:p = x-lnx/x-daz
x
f G F G F g
= m-lnx—/ldx
= z-lnzx—z = z(lnx—-1)

Bei Berechnung einer Stammfunktion bietet es sich an, das Ergebnis durch Ableiten
auf seine Richtigkeit hin zu priifen:

1
(x-(lna:—l))/: (nzx—1)+2z(-—-0)] = hz—1+4+1 = Inx,
x

die Stammfunktion ist also korrekt.

6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation
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Beispiel 3:

/costda: = /cosx-cosxd:c = sinm-cosa:—/sina:-(—sinm)da:
= sinx-cosx—i—/sinzxdx
= sinx-cosx+/(1—cos2)xdx
— o 2
= s1nx~cosx+a?—/cos rdx

= 2-/(30521‘(133 = sinz-cosx +x

2 L.
= [cosxzdr = §(s1nx-cosa:+x)

Bemerkung:

b
Den Wert von [ cos? x dz bei speziellen Werten von a und b kann man auch

a
™

aus Symmetrieiiberlegungen bestimmen, z.B. bei [ cos? x du:
0

1

EN N4

™ 2T

Es ist cos? +sin? = 1. Wegen der Symmetrie von cosz und sinz wird das
Rechteck [0, 7] x [0,1] durch den Grafen zu cos? genau halbiert, so dass sich
sofort ergibt:

™

5 N N |
/cos rzdx = 2(77 1) = 27r.
0

Literatur: [Diirr] 13.2.1; [Rie] 8.2; [Papl] V.8.2
Ubungen: [Stingl] 8.3, 1; [Diirr] 13.2, 1; [RieU] 8.4; [PapU] C16-C20

6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation
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6.2.2. Substitution (Umkehrung der Kettenregel)

Sei f stetig mit Stammfunktion F' und g stetig differenzierbar. Dann ist F o g Stamm-
funktion zu (Fog)' = F'(9)-¢' = f(g) - ¢, also:

/f(g)-g’ — Fog = F(g)

b
bow. [ £(g(@))d (x)do = Flg(o)

© g(b)
_ 7" - / F(t)d
g(a)
g(a)

Beispiel 1:
Zu f(z) = z ist F(z) = 2% und so ergibt die Substitutionsformel:

1
/g-g’ = F(g9) = 592,

1 2

z.B. [sinz-coszxdr = ;sin’z.
Beispiel 2:
Zu f(z) = 1 ist F(z) = In|z| und so ergibt die Substitutionsformel:

/

g
/ =In]|g|.

g

Satz 6.12 (Substitution)
Sei f stetig mit Stammfunktion F und g stetig differenzierbar. Dann gilt:

b g9(b)
/f(g(w))-g’(w)dx = /f(t)dt, und /f(g)-g’ = F(g).
a g(a)

Insbesondere [ g-g = %gz % =In|g]|

Beispiel 3:

i —1
/tan:cdx = /Smxdx = / (—sinz)dz = —In|cosz|
cos x

COS T

6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation
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Mit der Merkregel fiihrt man die Ersetzung ¢t = cos x, also df = —sinz dz, aus, also

Sil’lx _1 t =cosx _1
/ dz = / (—sinz)dz = /dt = —1Inft|.
Ccos T Ccos T dt = —sinz dz t

Riicksubstitution fithrt dann auf —In | cos z|.

Beispiel 4:
Berechnung der Fliche des Einheitskreises:

Die Funktion ¢t — /1 — t2 beschreibt einen Halbkreis mit

|
|
1 |
Radius 1. Gesucht ist also 2+ [ V1 — 2 dt. | 2'5
-1

Idee: Nutze 1 —sin? 2 = cos? z, d.h. setze t = sinz = g(x), und damit d¢ = coszdz.

Fiir die neuen Grenzen a, b muss gelten: g(a) = —1 und g(b) =1

= a = arcsin(—1) = —75 und b = arcsin(1) = F:

1 3

t =sinz
/\/l—tht = /\/1—sin2x-cosdx
dt = cosx dzx N——r
-1

cos?x

us
2

™

2 bl
= /cosw~cosxd:1: = /cosngdw.
3 3
Symmetrieiiberlegungen ergeben 1
z . — N
9 T T
der = Z.2. 2.1 = —
/ cos”zdx 5 5 5 = -

[VE]

(vgl. Abschnitt 6.2.1, Beispiel 3).

Die Fliche eines Kreises mit Radius 1 ist also gleich 2 - § = .

Bemerkung:

Waéihrend man zu jeder Zusammenstellung elementarer Funktionen mit den Ablei-

tungsregeln eine elementare Ableitung erhilt, gibt es elementare Funktionen die
. . . 2

keine elementare Stammfunktion besitzen, z.B. e™*".

Literatur: [Diirr] 13.2.2; [Rie] 8.2; [Papl] V.8.1

Ubungen: [Stingl] 8.3, 4; [Diirr] 13.2, 2; [RieU] 8.5, 8.6, 8.7, 8.8; [PapU] C1, C2, C3, C10

6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation
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6.2.3. Ausprobieren
Statt durch eine Substitution kommt man oft auch durch Ausprobieren zu einer Stamm-
funktion.

Beispiel 1:

Betrachte [ sin(2z)dz.
Die Stammfunktion wird irgendetwas mit cos(2z) zu tun haben. Es gilt

(cos(Qx))/ = —2-sin(2z)

= (%2 . 608(23:))/ = _LQ -(—=2) -sin(2z) = sin(2x)

Also ist [ sin(2z)dz = —3 cos(2z).

6.2.4. Partialbruch-Zerlegung

Man kann sich iiberlegen, dass man eine gebrochen rationale Funktion immer durch
Partialbruchzerlegung integrieren kann.

Beispiel 1:

3+ a2 — 2

) = 2242z +1

Esist f(x) =2 —1— %-5-1 + ﬁ (s. Abschnitt 1.1.4 Beispiel 2 und 4)

3 2
z° +x° — 22 1 2
/x2+2x+1 o /(x x+1+(:v—|-1)2> v

1 -1

Literatur: [Diirr] 13.2.3; [Papl] V.8.8.3; [Rie] 8.3
Ubungen: [Stingl] 8.3, 15; [Diirr] 13.2, 3; [RieU] 8.9; [PapU] C24-C28

6.2. Integration als Umkehrung der Differenziation
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7. Vektorrechnung

7.1. Vektoren und Vektorraum

Interpretation eines Zahlenpaars (2-Tupel) (a1, a2)
e als Punkt in der Ebene (bei festgelegtem Koordinatensystem )

e als Pfeil

Addition durch Aneinander héngen (3,4)

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 +b1,a2 + b)

Schreibweise auch in Spalten: 1 (4,2)
a\ bi\  [a1+b
as b2 a as + b2
Beispiel 1: (1,-2)
3\, (L) _ (¢
4 -2/  \2
(4,2)
Skalierung: 1@
T (3,1.5)
al . A ai .
() - ()
(_27 _1)
Beispiel 2:

(1) = G) () = () e () = (5)

ua = (g;) ist —d = (:g;) der riickwirts gewandte (inverse) |/51

Pfeil.

Der Differenzpfeil von @ zu gergibt sich als —@+b=1b—a.

7.1. Vektoren und Vektorraum
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Oft wird nicht genau zwischen einem Punkt P im Anschau- P
ungsraum und dem zugehorigen Ortsvektor p  unterschieden. P

Punkte bzw. Pfeile im Raum kann man durch 3-Tupel beschrei- |
ben und entsprechend addieren und skalieren. Allgemein:

Definition 7.1

Im R" = {(a1,aq,...,a,)|a; € R} wird eine Addition und eine skalare Multipli-
kation definiert durch

al b1 a; + by ay A-ay

a2 by as + bs as A-ag
+ . = . ’ : =

(07%% bn (7% + bn (079 >\ ‘7

Will man den Pfeil-Charakter betonen, schreibt man @ € R", sonst auch nur a € R™.
Statt (0,...,0) € R™ schreibt man auch 0 € R"™ oder nur 0 € R".

Auch Polynome kann man addieren und skalieren:
Beispiel 3:
Sei p(z) = 2* + 22 — 1, q(x) = 2% + 3

= (p+q(z) = 4+ 2?4+ 22+ 2,
(2p)(z) = 22t 4 4z — 2.

Man definiert daher allgemein:

Definition 7.2
Ein Vektorraum ist eine Menge V' mit einer Addition + und einer skalaren Mul-
tiplikation - , so dass
e mit @,bcV, \eRauch@+becV und \-ad €V ist
e bzgl. 4+ und - die iiblichen Rechenregeln gelten.
Die Elemente von V heiflen Vektoren.

Bemerkung:
,Ubliche Rechenregeln® heifit:

-,

1. zudbceVglti+b=b+aund (@+b)+=d+ (b+ )
(Kommutativitit und Assoziativitit),

2. es gibt ein ausgezeichnetes Element 0 € V mit 0 + @ = @ fiir jedes @ € V.
(Ezistenz eines neutralen Elements),

3. zu jedem @ € V gibt es ein inverses Element —@ mit @ + (—a) = 0
(Ezistenz inverser Elemente),

7.1. Vektoren und Vektorraum
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4. zuXeR,a,beVglt A-(@+b) = A-@+A-b, (A4+p)-d@ = \-d+p-a
(Distributivitit),

S.zulpeR adaeVglt A-(p-a) = A-p)-a, 1-a
(Vertraglichkeit der Multiplikationen).

Beispiel 4:
a) R", insbesondere R? (Ebene) und R?® (Raum) sind Vektorriume.
b) Die Menge aller Polynome ist ein Vektorraum.
¢) {(§)lz € R} € R? bildet mit der aus R? {ibernommenen Addition und skalaren
Multiplikation einen Vektorraum.
Beispiel 5:
V = {({)|lz € R} bildet mit der aus R? iibernommenen Addition und skalaren

Multiplikation keinen Vektorraum, denn
3 -2 3 -2 1
<1>6Vund(1>€V,aber <1>+<1>—<2>§§V

Literatur: [Stingl] 5.1; [Diirr] 5.1, 5.2; [Rie] 2.1, 2.2; [Papl] 11.2.1, 11.2.2, I1.3.1, I1.3.2
Ubungen: [Stingl] 5.1, 2; [Diirr] 5.2, 2; [RieU] 2.1

7.1. Vektoren und Vektorraum
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7.2. Linearkombination und Basis

(}1) € R? kann dargestellt werden als

(3) = (o))

oder mit Hilfe von (%) und ( 2) als

()= (e (2)

Definition 7.3
Sei V' ein Vektorraum, Ax € R und ¢} € V. Dann heif3t

n
YoM = Aid A+ dalr + -+ Aty
k=1

Linearkombination der v.

Beispiel 1:
Jedes @ € R? lisst sich als Linearkombination von

(3) und (2 ) darstellen.

Beispiel 2:
Die Menge aller Linearkombinationen zweier verschiedener Vektoren, die nicht auf
einer Linie liegen, bilden eine Ebene.

z
x
Beispiel 3:
Mit drei Vektoren im R?, die nicht in einer Ebene liegen, kann man jedes @ € R?
darstellen.

7.2. Linearkombination und Basis
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Definition 7.4

Sei V ein Vektorraum, v1,...,0, € V
{V1,...,0,} heifit | jedes U € V ldsst sich eindeutig als
Basis von V ' Linearkombination von 1, ..., ¥, darstellen.

n heif3t dann Dimension von V.

Beispiel 4:
{(3),(9)} ist Basis von R?, ebenso {(3), (%)}

Beispiel 5:
{(3), (1)} ist keine Basis von R?.
Beispiel 6:

{(3),(2),(9)} ist keine Basis von R?, da z.B.:

(6) =+ (3) o (2)+ (1)
o.(;)ﬂ.(fl)H.(g);

die Darstellung ist also nicht eindeutig.

1. Man kann zeigen, dass alle Basen zu einem Vektorraum gleich viele Elemente haben.

Bemerkungen:

Beispiel 7:

Im R? haben alle Basen zwei Elemente. R? ist zweidimensional.

2. Nicht jede Menge aus n Vektoren ist Basis eines n-dimensionalen Vektorraums,
siehe Beispiel 5.
Die n Vektoren miissen linear unabhdngig sein.

3. Es gibt Vektorrdume, die keine endliche Basis haben.

Beispiel 8:

2

Zur Menge aller Polynome ist {1,z,2% 23,...} = {2"|n € Ny} eine Basis.

4.{(8),(9)} bzw. {(é), (g), (%)} heiflt kanonische Basis von R? bzw. von R3,

entsprechend fiir R"™.

Literatur: [Stingl] 5.1; [Diirr] 5.4, 5.5
Ubungen: [Sting]] 5.1, 4,5,6,17; [Diirr] 5.5, 1,2,3

7.2. Linearkombination und Basis
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7.3. Das Skalarprodukt

Definition 7.5
al bl

Zud',geR”,cT: : ,I;: : sei
an by,

—

G-b = ab := aiby + -+ anby,

das (Standard-) Skalarprodukt.

Bemerkung:
Das Skalarprodukt wird manchmal auch geschrieben als (a, b).

Beispiel 1:
2 -3
(3) () = 2mina - 2
Beispiel 2:
1 5
3 -1
0 9 =15+3-(-1)40-2+2-(-1) = 0.
2 -1
Satz 7.6

Zud, b, € R, X €R gilt

Bemerkungen:
1. Wie in R hat man Punkt-vor-Strich-Rechnung.
Man schreibt z.B. @- ¢+ b- ¢ statt (a@-¢) + (b- ).

7.3. Das Skalarprodukt
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2. Die Eigenschaften sind leicht nach zurechnen, z.B.

ai b1 c1 a1 + b c1
@+o)-c=(f = |+ ] = :

an, by, Cn an + by, Cn
= (a1 +b1)-c1 4+ (an+by) - ¢y
= ajc1+ -+ apcy +bicy + -+ bpey

a1 Cc1 by c1
o B H BN R B R R R
an, Cn, bn Cn
Definition 7.7
ai
Zud= | : | € R"ist die (Standard-) Linge/Norm/Betrag definiert durch
an
Bemerkung:
Esist also @-a = ||a||*
Beispiel 3:

1(3)n = vETE = vs L=

Beispiel 4: z
2 Y
{2 = vV224+22+32 = V17
3

2
= \/\/22+22 + 32, v

Beispiel 5:

| | = V224324+02+22 = VIT.

N O W N

7.3. Das Skalarprodukt
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Satz 7.8
Zu d, beR" gilt

a-b = |laf[-[[b]| - cosp,

wobei ¢ der von @ und b eingeschlossene Winkel ist.

Bemerkung:

In R? und R? kann man Satz 7.8 elementar geometrisch herleiten. Im R”, n > 4,
fehlt die Anschauung. Durch @ - b = ||d|| - ||b]| - cos ¢ definiert man den Winkel ¢

zwischen @ und b.

Beispiel 6:
Zud=(2),b=(7) ist

a-b
[[a]] - [|b]]
-2

= — " ~ —0.179
V5. V25

= ¢ & arccos(—0.179)

cosp =

1.75 ~ 100°.

Q

Beispiel 7:
1 5
3 - 1
Zua= 0 und b = 9 ist
2 -1
EI:B s. Bsp. 2 0
COSSD = I = T = 0,
||| - [[o]] @]l - [[]|
= ¢ = arccos(0) = T £ 90°.

Definition 7.9
Zwei Vektoren @, b € R™ heifien orthogonal (@ L b) &

a-

b

0.

Beispiel 8:
(2) und (7?) sind orthogonal, da

()(3) - v

7.3. Das Skalarprodukt
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Beispiel 9:
1 5
<8) und <_21> sind orthogonal (siehe Beispiel 7).
2 1

Beispiel 10:
Welche Vektoren sind orthogonal zu (*31 )?

Allgemein: Zu (Zé) findet man einen orthogonalen Vektor durch Vertauschen der

Komponenten und Vorzeichenwechsel in einer der beiden Komponenten.

<a1>-< 2 > = aj-az+az-(—a1) = 0.
an —al

= Zu (_31) ist (%) orthogonal sowie sdmtliche Viel-

fache:
—1 3 —1 3
()0 (3 () v
Satz 7.10
Fiir @, b€V, A € R gilt:
1A -al] = [A]-[]all
2. [l@+b|| < ||@|+|p]] (Dreiecksungleichung)
3. |@-ol < |lall - ||l (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Bemerkungen:

1. Die Dreiecksungleichung ist in R? und R? anschaulich klar:

b

2. Wegen @-b = ||@||-||b||-cos ¢ ist die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |@-b| < ||@||-]|5]|

im R? und R? klar. ,,=* erreicht man bei cos = 1 bzw. cosp = —1 also wenn @
und b parallel sind bzw. in entgegengesetzte Richtungen zeigen (,,antiparallel®).
Merke: Bei vorgegebener Lénge wird das Skalarprodukt maximal/minimal bei par-
allelen/antiparallelen Vektoren.

Literatur: [Diirr] 6.1; [Rie] 2.3; [Papl] I1.2.3, I1.3.3
Ubungen: [Diirr] 6.1, 1,2,3,4,6; [RieU] 2.2, 2.3, 2.4, 2.5, 2.6, 2.7; [PapU] H4a)

7.3. Das Skalarprodukt
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7.4. Das Vektorprodukt

Zu zwei linear unabhingigen Vektoren im R3 gibt es eine eindeutige Richtung, die zu
den beiden Vektoren orthogonal ist. Einen Vektor in diese Richtung kann man direkt
angeben:

Definition 7.11
al bl
Zud, beR3 d=|ay |,b= [ by | sei
as bg
azbs — asbe
axb = asby — a1bs
a1b2 — (Zle
das Kreuz- oder Vektorprodukt.

Bemerkungen:
1. Das Skalarprodukt ist in jedem R™ definiert. Das Vektorprodukt gibt es nur im R3.

2. Die Berechnung kann man sich auf zwei Weisen merken:

a) Zyklische Fortsetzung der Vektoren und kreuzweise Produkt-Differenz-Bildung

aq bl
a9 bQ a2l)3 — agbg
as =< bs azby — a1bs

X

a b aiby — asb
a;><b;_/" 102 201

b) Kreuzweise Produkt-Differenz-Bildung bei Ausblenden einer Komponente und
,— ' in der Mitte

=== br

as by azbs — asb

as >< b3

aq bl

=€ by — (a1b3 — aghy)
as b3

al bl

as >< by a1ba — aszbq

3= = = ~b3

7.4. Das Vektorprodukt
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Beispiel 1:
4 2 1-0 — (-1)-1 1
1 x| 1] = -1-2 — 4.0 = —2
-1 0 4-1 — 1-2 2
4 2
1 1
Beispiel 2:
5 -1 0-3—3-2 —6
0fx| 2| ={-6-3-3-(-1)] = | -18
3 3 5-2—0-(-1) 10
Satz 7.12

Seien d, beR3 und @:=ax b. Dann gilt:
1. Cist orthogonal zu @ und b.
a, 5, C bilden ein Rechtssystem.
2. [|a] = ||al| - ||p]| - sin ¢,

wobei © der von d und b ewngeschlossene Winkel ist.

Bemerkungen:

1. ,,Rechtssystem*“ bedeutet, dass @, b und ¢ in Richtungen wie Daumen, Zeige- und
Mittelfinger der rechten Hand zeigen.

Beispiel 3:

ST
I
|
-
Sl
I
O~ N
!
I
ST
X
Sl
I
\
[\ N —

2. ||@x b]| = ||| - ||b]| - sin ¢ ist genau der Flichen-
inhalt des von @ und b aufgespannten Parallelo-
gramms:

|1 -sing
v >
a

7.4. Das Vektorprodukt
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Merke: Bei vorgegebener Linge von @ und b wird ||la x EH maximal, wenn @ und b
orthogonal sind.

Sind @ und Eparallel, soist @ x b= 0.

Beispiel 4:
4 2 1
Zua= 1 udb=|1]istc:=axb=| -2
-1 0 2
4 1
Esist a-¢ = 1 -2 =4-2-2 =0
-1 2
2 1
und b-@ = [1]-[-2] =2-2+0 = 0.
0 2

Fiir den von @ und b eingeschlossenen Winkel ¢ gilt

a-b 42411+ (-1)-0
cosp = =
[ll] - [|o]] VA +12+(-1)2- V22 +12 + 02
9
V18- /5
. in —W—W_P_ [T
o v 185 10 V1o
Es ist:
e 1 18-5
@l - 1] -singp = V18- V54— = /=" = V9 = 3
10 10
= V21 (22422 = [jaxb|
Satz 7.13

Zu d, l;, ¢ e R3 ist

x b
ax (b+e

4
I
Q)
X
SH
+
oy
X
ol

Bemerkung:

-,

Achtung: Es gilt nicht (@ x b) x @=a x (b x &)!

Literatur: [Diirr] 6.2; [Rie] 2.4; [Papl] I1.3.4
Ubungen: [Diirr] 6.2, 2,3,6; [RieU] 2.9; [PapU] H4b)

7.4. Das Vektorprodukt
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7.5. Ebenen und Geraden

7.5.1. Darstellungsformen

Zwei nicht parallele Vektoren v7,75 im R® ausge-
hend vom Ursprung spannen eine Ebene durch den
Ursprung auf:

E, = {avi+ pva]a, B € R} x

Eine Ebene durch P € R3 erhilt man durch Ver-
schiebung;:

Ey = {p+ avi + fva|a, p € R}

(Parameter-Darstellung) [’»

Beispiel 1:

Gesucht: Parameterdarstellung der Ebene E durch

1 5 3
P]- = 1 ’ P2 = 2 y P3 = 2
2 3
5 1
Mit v1 (= p3—p1 = 21 —11 = 1
2 3 -1
3 1 2
und vy == p3—p1 = | 2| -1 = 1
3 3 0
erhélt man zwei Richtungsvektoren
= E = {pi+aii+pv2|a BeR}
1 4 2
={|{1]|+al 1 |+08|1]| |a,0eR}
3 -1 0

Zu einer Ebene E im R? gibt es eine eindeutige senkrechte Richtung. Hat E die Rich-
tungsvektoren v1, v5 zeigt i = ] X v3 in diese senkrechte Richtung (Normalenvektor).

Beispiel 2 (Fortsetzung von Beispiel 1):

4 2 1-0 — (-1)-1 1
n = U] X003 = 1 x |1 = -1-2 — 4-0 = -2
-1 0 4-1 - 1-2 2

7.5. Ebenen und Geraden
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Durch einen Normalenvektor 7 € R? und einen Punkt 7 € R? ist eine Ebene E eindeutig
bestimmt:

E = {XecR(Z—p) L}

Beispiel 3 (Fortsetzung von Beispiel 2):

1 1
E={XecR|@-[1])L]|-2]|)} !
3 2 |
1 1 L '
| |
—{XeR|@E-[1])-|-2]=0} | B
3 2 L : [
<= T
1 1 1 /\\’<(>(v\<\/\_|
= {XeR*|z-[2)=[1]-|-2]| = 5}
2 3 2
€1
= {| z2 | |21 — 222+ 223 =5}
x3

Fazit:
Durch F = {(%) | n1z1 + nawa + na3xs = r} wird eine Ebene festgelegt (parame-

terfrei Form/Normalenform). 7 = <§§> ist ein Normalenvektor von E.
Durch einen Punkt P und eine Richtung ¢ wird eine Gerade ¢

festgelegt

g = {F+M]|)eR}

Dies gilt im R? und im R?, allgemein im R”.

7.5.2. Schnittpunkte
Berechnung von Schnittpunkten geschieht durch Einsetzen/Gleichsetzen der beschrei-
benden Ausdriicke
Beispiel 1:
Schnittpunkt von g = {(é) + )\((1)) | A € R} und
E= (1) o( 1) #(D) 098 = () i -2+ 209
(vgl. Beispiel 1 bis 3 des vorigen Abschnitts).

7.5. Ebenen und Geraden
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1. Moglichkeit: Gleichungssystem fiir die Parameter:

1 4 2 1 1
1) 4al 1 481 = [1]+x]0
3 ~1 0 0 1

do + 28 — A = 0 ()

= a + B = 0 (I

—a — A = -3 (1)

I—-2-11+ 2. 1III ergibt —3\ = —6, also A = 2.
= Schnittpunkt bei (i) +2- ((1)) = (z)
2. Moglichkeit: Einsetzen der Geradendarstellung in die parameterfreie Ebenen-
darstellung:
(T+X-1)—2(
& —1+3X =5
S A =2

= Schnittpunkt bei (i) +2. ((1)) = (g)

14+X-0)+20+X-1) = 5

Im R? schneiden sich zwei nicht-parallele Geraden stets. Im R? konnen sie auch wind-
schief liegen, d.h. keinen gemeinsamen Schnittpunkt haben.

Beispiel 2: 0 )
g ={l0]+A] 0 |\ e R}

0 -2

2 0
g2 ={| 6 [|+u|2][neR}

-1 4

Suche nach einem Schnittpunkt:

0 1 2 0
O]+X| O = 6 | +ul 2
0 -2 -1 4
A= 2 (1 |
= A 0 = 6+2u (2
A =2\ = —1+4u (3)
W)=A=2 (2)=pu=-3
in (3): —2-2=—1+4(-3) 4 (Widerspruch)

Literatur: [Diirr] 7.1, 7.2, 7.3, 7.5; [Pap1] 11.4.1, 11.4.
Ubungen: [Diirr] 7.2, 1-7; 7.3, 1-6; 7.5, 1-6; [RieU] 2.14; [PapU] H18, H19, H24, H32, H37, H39

7.5. Ebenen und Geraden



8 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen 91

8. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

x1

In diesem Kapitel sind x, y Vektoren aus R", z = < : ), ... (Notation ohne ,,~“).

In

8.1. Grundlagen

Betrachtet wird das lineare Gleichungssystem

2.1’1—.%'2—x3 =
r1+x9+4x3 = 5

Entscheidend sind hier die Koeffizienten

2 -1 -1
a= ()

und die rechte Seite b= (1).
Durch Ausprobieren sieht man, dass <§5) = (%) eine Losung ist.

T3

Definition 8.1
Eine Matriz A € R™*™ ist ein Zahlenschema bestehend aus m Zeilen und n

Spalten:
ail a2 . A1n
a1 ago e aon
A =
Aml Am2 ... Qmn

ZuAeR™"™und x € R" ist A -z := Az € R™ definiert durch

ail ai19 e QA1n
asy ao9 e aon,

z1

Ln
Aml Gm2 ... Gmqp

a11xr1 +aipxs + -+ a1y
a21T1 + a22x2 + - -+ + A2p Ty

Am1T1 + Am2Z2 + * - + GpnTn

Bemerkung:

Man schreibt auch A = (a;j)1<i<m,1<j<n oder kurz A = (a;;).

8.1. Grundlagen
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Beispiel 1:
2 -1 -1\ 2| = 2-24+(-1)-3+(-1)-0\ [1
1 1 4 o 1-2+1-34+4-0 \5

Beispiel 2:

[en}

Das lineare Gleichungssystem oben wird beschrieben durch

2 -1 -1\ (M) _ (1
11 4 2= s

L3

kurz: Az =b.

Bemerkung:

Bei der Matrix-Vektor-Multiplikation miissen die Dimensionen passen:

A . x = b
]Ran RTL Rm
n
"] D - (]
1
Beispiel 3: 1
1
2 -1, 2 | geht nicht.
0 3
3
Satz 8.2

Fir Ac R™" z,yeR" a€R gilt

A-(zty) = Az £+ Ay und A-(ax) = a-(Az).

Beispiel 4:
2 -1 -1\
1 1 4
1 2
2 -1 —1) 2 -1 -1 1
WE-c00-o
<1 1 4 1 0 1 1 4 1 11

8.1. Grundlagen
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Definition 8.3
Ein lineares Gleichungssystem Ax = b, A € R™*™, b € R™ heiit homogen, falls
b = 0 ist, ansonsten inhomogen.

Beispiel 5:

717

2
FEine Losung ist « = (%). Weitere Losungen sind ( %)1> und ( 62>.

) ‘T = (8) ist ein homogenes Gleichungssystem.

Sind = und y Loésungen des homogenen Gleichungssystems Az = 0, so folgt mit Satz 8.2

Alx+y) = Az+Ay = 040 =0
Ala-z) = a-Az = a-0 = 0.

d.h. auch z + y und « - = sind Losungen.

Satz 8.4
Ein lineares homogenes Gleichungssystem besitzt immer die triviale Losung x = 0.
Die Menge aller Lisungen bildet einen Vektorraum.

Beispiel 6:

Die Losungsmenge zu (2 ' 1) -2 = 0 ist die Gerade g = {\- (51’)1) |\ € R}

Sind z und y Loésungen von Ax = b, so folgt
Al —y) = Az —Ay = b—b = 0,

d.h.  — y ist Losung des homogenen Gleichungssystems.
Beispiel 7:
(%) it 1A 2-1-1 _
y = (g) ist Losung zu (771 1) -2 = ().
Fiir jede andere Losung x gilt, dass © —y das homogene Gleichungssystem 16st, also
x —y € g mit g aus Beispiel 6.
1
Die Losungsmenge ist also {(%) + )\( §1> |\ € R}. Weitere Losungen sind z.B.

( —% 1 ) und ( é ) ’
Die Losungsmenge kann man auch beschreiben durch {<(1)) + )\( _55)1) |\ € R}

Satz 8.5
Ist x4 eine spezielle Lisung von Ax = b, so erhdlt man sdimtliche Lisungen von
Ax = b durch xs + xp, wobei xy, Losung des homogenen Systems Ax = 0 ist.

Literatur: [Rie] 12.1
Ubungen: [Stingl] 5.4, 1; [Diirr] 4.2, 8

8.1. Grundlagen
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8.2. Das GauBsche Eliminationsverfahren

Das Gaufische Eliminationsverfahren dient zur Losung linearer Gleichungssysteme z.B:

207 4+ 4dxo + 4dzy = 8
X1 4+ 3x2 + x3 + 4xg4 = 10

—2r1 — 229 + 23 + x4 = 7
— T3 + x4 = -1

bzw. als erweiterte Koeffizientenmatrix (Koeffizienten + rechte Seite)

2 4 0 4,8
1 3 14 '10
-2 -2 11,7
0 -101"'-1

Idee zur Losung: Die Losungsmenge éndert sich nicht, wenn man
e Gleichungen/Zeilen mit einem Faktor # 0 multipliziert
o Gleichungen/Zeilen vertauscht

e Vielfache einer Gleichung/Zeile auf eine andere Gleichung/Zeile addiert bzw. davon
subtrahiert.

Mit diesen Umformungen (elementare Zeilenoperationen) versucht man, eine Zeilen-
Stufen-Form zu erreichen.

Beispiel 1:

2 4 0 4,8 :2 .
1 3 1 4 110 Schritt 1a:
9 9 1 1 ! - Bei a7 soll eine 1 stehen
- - |
0 -1 0 1 '-1
1 2 02, 4
1 3 1 4 : 10 1 Schritt 1b:
— 9 —9 11 ' 7 9T as1, asi, . .. sollen zu 0 werden
_9 _ ‘ .
0 -1 0 1 '-1
\ Schritt 2a:
(1) ? (1) ; | Z}l azz soll 1 sein (schon erfiillt)
- ! Schritt 2b:
02 15 15 —2.1I
ol-1 0 1 ' -1 + 11 a2, a42, ... sollen zu 0 werden

8.2. Das Gaufische Eliminationsverfahren
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1 2 0 2,4
o[ 1 26
0 0]-1 1, 3 (=1
001 31'5
1 20 2 | 4
0l1 1 2 ' 6
— [
0 0]1 -1 ,-3
0 0/1 3 '5 —1III
1 20 2 |, 4
0l1 1 2 ' 6
— [
0 0]1 -1 ,-3
0004 '8 "3
1 20 2 | 4
01 1 2 ' 6
— |
0 0]1 -1 ,-3
0001 "2

In ausfiihrlicher Form:

T1 + 219 + 2x4 = 4
x2 + x3 + 224 = 6

r3 — x4 = -3

Ty = 2

Schritt 3a:
ass soll 1 sein

Schritt 3b:
as4, ... sollen zu 0 werden

Schritt 3b:
aqq soll 1 sein

Durch riickwirts Einsetzen erhélt man die Losung;:

Ty = 2,
—34+x4 = -34+2 = —1,

To = ...

x3

In Matrizenschreibweise:

120 2 , 4
011 2 ' 6
001 -1 ,-3 LIV
000 1 ' 2

8.2. Das Gaufische Eliminationsverfahren
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120 2, 4
0112 ' 6 —HUI—-2-1V

— [
0010, -1
0001 " 2
120 2, 4 —2I—2-1V
0100 "' 3

— |
0010, -1
0001 " 2
1000 ,-6
0100 "' 3

— [
0010, -1
000 1" 2

Losung: 1 = —6, 20 =3, x3 = —1, 4 = 2

Problem, das auftreten kann: Beim m-ten Schritt (a) ist amm, = 0.

1. Fall: Es gibt ein ayy, # 0, n > m:
Vertauschen der Zeilen n und m und weiter wie beschrieben.

2. Fall: Fiir alle n > m ist anm, = 0:
Weiter mit néchster Spalte.

Beispiel 2:
1 + 229 — 3 + x4 = 1
3r1 4+ 6x9 — 3x3 + 4xy = 5
T + 4r9 4+ 3x3 + x4 = 3
—x1 — X2 + 33 4+ 224 = 6
bzw. als erweiterte Koeflizientenmatrix:
1 2 —-11,1
3 6 -3 4 : 5 —3.1
1 4 3 1 , 3 -1
-1 -1 3 26 ) +l1
12 -11 1
00 0 1 "2
— |
02 4 0 , 2 )
o1 2 3 '7

8.2. Das Gaufische Eliminationsverfahren
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12 -1 1,1
01 2 3 ' 7
1o 2 4 0, 2 —2-1I
00 0 1 ' 2
12 -1 1 , 1
01 2 3 ' 7
“loo0o 0 -6 ,-12 (=6)
00 0 1 ' 2
12 -1 1,1 —TII
01 2 3 ' 7 —3.11I
— |
00 0 1, 2
00012) — I
12 -1 0, -1 —2.11
01 2 0 ' 1
— |
00 0 1, 2
00000)
10 =50 , -3
01 2 0 ' 1
— |
00 0 1, 2
00000)
Ausfiihrlich:
I1 —5563 = -3
To + 2x3 = 1
T4 = 2
0 = 0

x3 ist unbestimmt und kann als Parameter genutzt werden, mit x3 = A gilt dann:

T -3 + 5)\ -3 5
| | 1-2a | [ 1 —2
o A = 1o |TM| 1
Ty 2 2 0

Die Losungsmenge ist eine Gerade.
-3 5
< 5 > ist eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungssystems, <12> Losung

2 0
des homogenen Gleichungssystems.

8.2. Das Gaufische Eliminationsverfahren
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Im Allgemeinen (auch wenn die Anzahl der Variablen und Gleichungen unterschiedlich
ist) erreicht man eine Form wie

1 = 0 0 =« 0 * I @
0 0 x|
0 0 * |
0 1o 1 e
0 0 1 ¢k
: . S
0 0 : Cm
Interpretation:

e Falls cx11 # 0 oder ... oder ¢, # 0 ist, ist das Gleichungssystem nicht l6sbar.
e Jede Variable, die zu einer x—Spalte gehort kann als Parameter aufgefasst werden.

e Durch die Variablen zu den nicht *—Spalten und die entsprechenden ¢ erhélt man
eine spezielle Losung des Gleichungssystems.

Beispiel 3:
1030028, 2
- 012001"4
000105, 6
000014 "0

Tl T2 T3 T4 T5 Te

erhilt man eine spezielle Lésung durch

T 2
T2 4
T3 . 0
Ty o 6
T5 0
T6 0

Setzt man x3 = A\, xg = 4, so ist die allgemeine Losung

- 23\ —8u 9 3 8
Z9 4—-2\—p 4 -2 -1
e | A o 1 0
2| T 6 — 5\ = 6| o | T#| =5
s 0— 4 0 0 4
- A 0 0 1

Literatur: [Stingl] 5.2; [Diirr] 4.1, 4.2 [Rie] 3.2; [Papl] 1.5.1, 1.5.2
Ubungen: [Stingl] 5.2, 1,2,4,5,6,8,9,10,12; [Diirr] 4.2, 1,2,3,4,5,6; [RieU] 3.2, 3.4; [PapU] 140, 141, 152
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8.3. Matrizen

Bisher kennengelernt
e Matrix als Zahlenschema

e Matrix-Vektor-Multiplikation, z.B
1

(25 2) (o) = (21 a2ty - (3)

0

Definition 8.6
Sind A, B € R™*", A = (a;5), B = (bij), o € R, so sei

A+ B = (aij + bij) € R™Xn"
a-A = (a-a;) €R™" (skalare Multiplikation).

Beispiel 1:
2 3 -1 n -1 0 2\ [(2+(-1) 340 (-1)+2\ [1
1 0 -1 1 1 1) 1+1 04+1 (=1)+1) — \2
2 2
2 2

(10 0) =Gl ) =G0 3)

Bemerkung:

o W

Offensichtlich gelten die iiblichen Rechenregeln, z.B. o+ (A + B) = aA + aB, d.h.

R™*™ ist ein Vektorraum.

Die Operationen sind auch vertréiglich mit der Matrix-Vektor-Multiplikation, z.B.

(A+ B) -z =A-z+ B -z (Punkt-vor-Strich Rechnung).

Eine Matrix-Multiplikation ist nicht komponentenweise definiert, sondern orientiert sich

am Kinsetzen in ein lineares Gleichungssystem.

Beispiel 2:
Betrachte die linke Seite eines Gleichungssystems:
21 + 3z — x3
T1 — I3

Einsetzen verschiedener x-Werte liefert verschiedene Ergebnisse:

To = | 2 | ergibt , T2 = | 0| ergibt ,
1 0
T3 0 T3 0
I 0 4 I 1 9
To = 1 ergibt , To = | 0| ergibt .
1 1
I3 -1 I3 0

8.3. Matrizen
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Schematische Zusammenfassung:
0

(231);81(1) _<8042>
10 -1 00 -1 0 1011

Definition 8.7
Seien A € R™*" B € R™¥ A = (a;;), B = (b;).
Dann sei

C = (Cz‘j) = A-BERle mit

n
cij = ainbiy + aigbyj + -+ + inbn; = Y aib;.
k=1

Bemerkungen:
1. Beachte die Dimensionen: ;
n l
m n| B = m|A-B
c RMXn c Rnxl c Rmxl

2. Die Matrix-Multiplikation kann man sich durch das Falk-Schema merken:

1 0fo0] 1
B=120/10
0 0|=1 0

*

*

2 3 -1 * c *
- () ()
013:2'04-3'1-1-(—1)‘(—1)

3. Einen (Spalten-)Vektor x € R™ kann man auch als n x 1-Matrix auffassen. Damit ist
die Matrix-Vektor-Multiplikation ein Spezialfall der Matrix-Matrix-Multiplikation:

8.3. Matrizen
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Beispiel 3:
(2 : _1> ' ; N <8>
1 0 -1 0 1

Eine Vertauschung bei der Matrix-Multiplikation (B - A statt A-B) geht im Allgemeinen
nicht.

Beispiel 4:
Schon aus Dimensionsgriinden kann man
10 0 1 9 3 _1
20 1 0]- 10 —1
00 -1 0
nicht bilden.
Beispiel 5:

Bei A = (% 8 j) € R?3 B = (% §> € R3*2 kann man sowohl A - B als auch B - A
bilden. Die Ergebnisse haben unterschiedliche Dimensionen:

10
2 3 -1 8 0
A-B—( > 2 0 —( )eRM,
10 -1 00 10
10 2 3 -1
B-A= 120 G g j): 4.6 -2 | RS
00 00 0

Beispiel 6:
Bei A= (8}) eR*?, B=(39) e R**? sind A- B und B - A aus R**?, aber

)= (5 0).
ma=(51)(60) = (5 0)

A.

Sy
|
7N
o O
S =
N
N
o O
_ O

Satz 8.8
Abgesehen von der Vertauschung gelten fiir die Matriz-Rechnungen die tiblichen
Regeln, z.B.:

A-(B+C) = A-B+A-C,
(e-A)-B = a-(A-B),

A-(B-C) = (A-B)-C,
A -B) - z.

(B-2) = (A-B)

8.3. Matrizen
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Beispiel 7:
Bei A = (

— o
ow
LL
~—
W
Il
= 0o _—
o=

Definition 8.9

Durch Vertauschen von Zeilen und Spalten erhilt man aus A € R™*" die trans-
ponierte Matriz AT € R™*™,

Beispiel 8:
2 1
Zu A = <f . _i)E]R?X?’ ist A7 = [ 3 0 | er®2
-1 -1
Lo o0 b2
ZuB = 0 1 0] eR¥™ ist BT = e R¥3,
00 -1 0 0 1 -1
10 0
Bemerkung:

Man kann bei Matrizen statt reeller Zahlen auch komplexe Zahlen als Eintrige
nehmen. Man schreibt entsprechend A € C™*™. Statt der transponierten Matrix
wird dann oft die hermitesche Matrix A* (oder Af) betrachtet, die sich aus AT
ergibt, indem alle Eintrége konjugiert komplex genommen werden.

Beispiel 9:
Zu A= (5% st A* = (505 ).
Satz 8.10

Zu A e R™" B € R gilt:

(A-B)T = BT . AT,

Bemerkung:

Esist BT € R*? AT ¢ R™*™_ d.h. die Matrix-Multiplikation BT - AT ist durchfiihr-
bar.

8.3. Matrizen
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Beispiel 10:

Berechnung von BT - AT mit A, B wie in Beispiel 8:

1

3 0

-1 -1

2 8 1

0 0 O 0 0
1 -11]4 1

0 0 2 1

Bemerkungen:

1. z € R™ fasst man je nach Zusammenhang auch als n x 1-Matrix auf (Spaltenvektor).
T € R ist dann ein Zeilenvektor.

Beispiel 11:
Zu o = (é) ist 27 = (123).

2. Das Skalarprodukt x-y ergibt sich dann auch durch die Matrix-Multiplikation 27 -y.
Beispiel 12:
Fiir z = (é) und y = (—(1)1) ist

1 0
oy = |2 1] = 1042 (-1)+3-1 = 1;
3 1

als Matrixmultiplikation:

0
el oy = (1 2 3)[ -1] = (1)
1
Es ist aber
| 0 -1 1
1 1/0 -1 1
-yl = [2]-(0 =1 1) = 2/[0 -2 2| eR¥>3,
3 3)\0 -3 3

8.3. Matrizen
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3. Bei A- B kann man die Zeilen von A und die Spalten von B als Vektoren auffassen.
A - B besteht dann aus den einzelnen Skalarprodukten:

: , B=1|1b1] ...l

am”

ap-by ... aih
= A-B = : | .| | = : :
am-b1 ... am-b

Literatur: [Stingl] 5.4; [Diirr] 8.2; [Rie] 12.2; [Pap2] 1.1
Ubungen: [Stingl] 5.4, 3,4,5,6; [Diirt] 8.2, 1,2,3,4; [RieU] 12.2, 12.3; [PapU] 11-17

A:

8.3. Matrizen
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8.4. Quadratische Matrizen

Definition 8.11
A € R™™ heifit quadratische Matriz.

Gilt A= AT, so heiBt A symmetrisch.
Weiterhin heifit
d11 0 e 0
D = 0 day - Diagonalmatriz,
. . 0
0 0 dun
1 0 0
0 1 N L )
E =1 = . FEinheitsmatrizx,
. ° S . O
0 0 1
0 0
0 = - Nullmatriz.
0 0
Bemerkungen:

1. ,Symmetrisch“ bedeutet, dass die Matrix symmetrisch zur Hauptdiagonalen ist.

2. Die (n x n)-Einheitsmatrix wird auch mit I,,, Inxpn, En, ..

I steht fiir Identitat.

Beispiel 1:

1
2 0
3
Beispiel 2:

1
D=10
0

3

—1 | ist symmetrisch.

5

0 0

0 0 | ist eine Diagonalmatrix. Fiir A =

0 5
1 00 3 10 3 0
0 00 -1 4 1| = 0 0
0 0 5 -1 10 -5 0

. bezeichnet.

8.4. Quadratische Matrizen
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3 1 0 1 00 3 00
A-D = -1 4 1 0 00 = -1 0 5
-1 1 0 0 0 5 -1 0 0
Satz 8.12

d 0
Ist D = ( (1)1 - ) eine Diagonalmatriz, so gilt:

D - A ergibt sich aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit dgg,
A - D ergibt sich aus A durch Multiplikation der k-ten Spalte mit dyg.

Esgqit [ -A = A-1 = A.

Bemerkung:
Wie in R gilt auch bei Matrizen 0- A = 0. Aber aus A- B folgt nicht notwendigerweise

A=0oder B=0, zB.
00y (0 1)y (00
0 1 00/ \o 0/

Gibt es zu A € R™" eine inverse Matrix B mit A- B = I7 Wegen 0- B = 0 geht das

sicher nicht fiir jedes A.

Definition 8.13
A € R™™ heifit reguldr oder invertierbar
& es gibt eine inverse Matriz A~ € R™*" mit A- A~1 = 1.

Ansonsten heifit A singuldr.

Beispiel 3:
12 1
Ist A= (g v g) reguldr? D.h. gibt es X = (2;;) mit A- X = I, also
1 2 1 Tr11 T12 T13 1 0 0
0 -1 0 . T21 T22 X23 = 01 0]7
2 4 3 T31 T32 X33 0 01
Dies entspricht 3 Gleichungssystemen mit verschiedenen rechten Seiten:
z11 1 Z12 0 13 0
A- 21 = 0 s A- xT922 = 1 y A- 23 = 0
T3] 0 T390 0 33 1

Die Gleichungssysteme kann man simultan 16sen:

A I
1 2 1/1 0 0
0 -1 0[0 10| -(-1)
2 4 3[0 0 1 —2-1

8.4. Quadratische Matrizen
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—_
[\V]
—
—
()
(]

—2 .11 —III

—- 101 0|0 =10

0 01|]-2 0 1

1 0 0] 3 2 -1

—- 101 0|0 -1 0

0 01|-2 0 1

I A1
3 2 -1
-2 0 1
Test:
1 2 1 3 2 -1 1 0O
A-A7P =10 -1 0 0 -1 0| =1010
2 4 3 -2 0 1 0 01
Bemerkungen:

1. Das Verfahren wie im Beispiel 3 kann man allgemein zur Berechnung einer Inversen
zu A € R™" nutzen. Man nennt es auch Gaufs-Jordan- Verfahren.

2. Man sieht:

A ist invertierbar

< A lasst sich durch elementare Zeilenoperationen
auf die Einheitsmatrix bringen

< es entsteht keine 0-Zeile.

Satz 8.14
1. Ist A invertierbar, so auch A~" und es ist (A=1)"1 = A, also A~ - A=1.
2. Ist A invertierbar, so auch AT und es ist (AT)~! = (A=HT.
3. Sind A und B invertierbar, so auch A- B und es ist (A- B)~! = B~1. A7L.

Bemerkung:

Dass A die Inverse zu A™! ist, sieht man, wenn man die Bestimmung von A~! durch
simultanes Losen eines Gleichungssystems wie in Beispiel 3 von unten nach oben
liest.

Aus A~'- A = I folgt dann

I =1" = (A" 47 = AT (A7),

8.4. Quadratische Matrizen
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also (AT)=t = (A~ HT.
Sind A und B invertierbar, so gilt

(A-B)-(B'AY) = A B-BYHY- A =414 =441 =1
also (A-B)"1=pB"1. AL

Beispiel 4 (Fortsetzung von Beispiel 3):

=
_
N
Il
|
NOOJ
o |l w
—
»—tOl
p—
N O =
e oo
=
w o =
Il
S O =
O = O
= o

Bemerkung:

Hat man ein lineares Gleichungssystem Az = b und kennt man A~!, so ergibt sich
x = A~'b, denn aus Az = b folgt

A = A 'Ax = T2 = 2.

Es gibt dann keine weitere Losung, d.h. Az = b ist bei reguldrem A eindeutig losbar.

Beispiel 5:

Gesucht ist die Losung zu

Ty + 229 + x3 = 1
— X9 = 2
201 + 4dxo 4+ 3x3 = 1
also zu Ax = b mit A = (1)—21(1)),b:<%).Esist
2 4 3 1
3 2 -1 1 6
r=A%=|0 -1 0 2| = [ -2
-2 0 1 1 -1

Literatur: [Diirr] 8.3; [Rie] 12.3; [Pap2] 1.3.2, 1.4.5
Ubungen: [Diirr] 8.3, 1,2,3; [RielU] 12.4, 12.8; [PapU] 126, 127, 128, 129, 130, 145

8.4. Quadratische Matrizen
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8.5. Determinanten

Definition 8.15

Durch die Determinante wird jeder Matrix A € R™*™ eine Zahl det A € R zuge-
ordnet, wobei gilt:

1. Hat A Dreiecksgestalt, d.h. A= | - - oder A = i , SO
*

ist det A das Produkt der Diagonalelemente,

2. det A andert sich nicht bei Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen Zeile,

3. det A wechselt das Vorzeichen bei Vertauschung zweier Zeilen.

Bemerkung:

Durch Umformungen wie beim Gauf-Eliminationsverfahren ohne ,zu-1-Machen*
der Diagonalelemente kann man die Determinante berechnen.

Beispiel 1:
2 6 2
det [ =1 =3 0| +5-1
0o 3 3
2 6 2
=det{0 0 1 )
0 3 3
2 6 2
= —det{ 0 3 3
0 01
= —-2-3-1 = —6
Bemerkung:
all ... Qin
Bei A = (a;;) wird auch det A =| : : | geschrieben.
anl ... Qpp

8.5. Determinanten
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Satz 8.16
ail a2
det = a1l -az — ag - a12
az1 a2
+_ o+ +
NN O\
a1 a2 a3 ail G2 13 @11 12
det _ N > X T
et | a1 a2 a3 | = G21 G2 Q23 Q21 (22
> >N
azr  as2 as3 a31 G32 a3z a3 as2
= 011022633 + 012023031 + 213021032
—@a31022013 — (32023411 — A33021A12.
(Regel von Sarrus; ,Hauptdiagonale minus Nebendiagonale®)

Beispiel 2:

2 6 2\ 2 6
det (-1 -3 0| -1 -3
0 3 3/ 0 3
= 2.(-3):34+6-0-0+2-(=1)-3-0-(—3)-2—-3-0-2—-3-(=1)-6
= —18—6+18 = —6

Satz 8.17

1. A ist requlir < det A #0. Dann ist det A= = ﬁ-
2. det(AT) = det(A)

3. det(A-B) = det A-detB

Bemerkungen:

1. det(I) =1 = 1=det(A- A7) =det A -det A~}

-1 _ 1
= detA = qetA

2. Achtung: Es gilt nicht det(a - A) = a - det A.

Beispiel 3:
det(2- 1) = det<(2) (2)> =4

Allgemein gilt bei A € R™*"™:

det(a- A) = o™ - det A.

8.5. Determinanten
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Die Determinante kann man auch bei der Lésung von linearen Gleichungssystemen nut-
zen:

Sei A e R"™" A= ... lan |, a; € R™ Betrachtet wird das LGS A-x = b.
1 0 0 ... 0
o 1 0 ... 0
= ai lag ... |a |z 0 1 ... 0 = 2 ... On
z, 0 ... 0 1
= det A . 1 = det(b as ... an)
det(b as ... an)
— =
. det A
Satz 8.18
Sei A € R™™ regulir. Die k-te Komponente xy der Lisung zu A -x = b erhdlt

man durch xj = (fett‘:’“, wobei Ay, aus A entsteht, in dem die k-te Spalte durch b

ersetzt wird. (Cramersche Regel)

Beispiel 4:

10 -3 2
A=1[31 0], b=[1
42 4 0

Es ist det A = —2 und man erhalt

2 0 -3 1 2 -3
11 0 31 0
0 2 4 2 4 0 4 -8
e v S T T vy e B
1 0 2
311
4 2 0
= det A =2 -1
1 0 -3 -1 2
Alsoist [ 3 1 0 | 4 = 1
4 2 4 -1 0

Literatur: [Stingl] 5.3; [Diirr] 8.6; [Rie] 12.4; [Pap2] 1.2.1, 1.2.2, 1.2.3
Ubungen: [Stingl] 5.3, 1,2,3,4,5,6; [Diirr] 8.6, 1,3,4,5,6,7; [RieU] 12.6; [PapU] 111, 113a)4-c), 117, 119,
122b), 142, 147

8.5. Determinanten
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A. Schreibweisen

N:={1,2,3, ...} (natiirliche Zahlen),

Np := NuU {0},

Z:={0,1,—1,2,-2, ...} (ganze Zahlen),

Q (rationale Zahlen),

R (reelle Zahlen),

R>:={z € R|z > 0},

[a,b] :={x € R|a <z <b} (abgeschlossenes Intervall),

Ja,b:= {zx € R|a <z < b} (offenes Intervall, manchmal auch geschrieben als (a, b)),
entsprechend ]a, b| und [a, b|,

n!l=1-2-3-...-n (n-Fakultit),
zB. 41=1-2-3-4=24,

kilak =a1+ag+ ...+ ap,

4
zB. > k*=12+22 432 + 4% = 30,
k=1

{z | A(x)} ist die Menge aller x, fiir die die Eigenschaft A(x) gilt,
z.B. {n € N|n ist gerade} = {2,4,6, ...}.

A. Schreibweisen
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B. Erganzungen zu Reihen

Satz B.1 (Leibniz-Kriterium)
Sei (ar)ren eine reelle monoton fallende Nullfolge, d.h. ap, € R, ax > agy1 und

o0
lim aj, = 0. Dann konvergiert Y (—1)F! . a.
k—0o0 k=1

Erlauterung:
Bsist sy = (-1)!* . a; = ay
s2= (=1 ar + (-1)*M ap = a1 —ap

S3=...=a1 —az+asg

an Sn

Fiir den Reihenwert a und die n-te Partialsumme s, gilt: |a — s,| < ap41.
Beispiel 1:
o0 k+1
(—1) 1 1 1
ANl T T T
> 373"
k=1

Die Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium. (Der Reihenwert ist In2.)

Satz B.2 (Quotienten- und Wurzelkriterium)

. . ape1| < . & < . konvergent
Gilt klin;o “ar | S 1 oder kh—>nolo Vlag| S 1, soist ) ay, divergent -
Beispiel 2:
Sei ap = 2% Dann gilt:
1 k
. |a . . 2 1 1
lim [—+ = lim 2k1+1 = lim Y im-=- = - < 1,
k—oo | Qf k—oo 5 k—oo | 2F+ k—o0 2
1 1
lim ¥]ag] = lim {/— = lim = = = < 1

= das Quotienten- und das Wurzelkriterium liefern die Konvergenz der (geome-
trischen) Reihe 2%

B. Ergédnzungen zu Reihen
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Bemerkung:

Bei Grenzwert = 1 ist keine Schlussfolgerung moglich.

Beweisidee zum Wurzelkriterium:
Sei a := klim Y/]ak| <1 und ¢ €]a,1[.
— 00

Dann gilt fiir alle grofien k: {/|ax| < ¢. Wir nehmen hier an, dies gelte fiir alle k.
= Jax| < ¢~

Da Y ¢" konvergiert (geometrische Reihe mit 0 < ¢ < 1), ist Y ay nach Satz 3.12
konvergent.

o0
Wann konvergiert eine Potenzreihe S azz*? Nach dem Quotientenkriterium konvergiert

. k=0
sie, falls
k+1
. Qp4+1T . Q41
1 > lim +7k = |z| lim | =,
k—o0 apX k—oo | af
also falls
1 . ag
lz] < ——— = lim |—].
lim Ak+1 k—oo | Qky1
k—oo | %k

Das Wurzelkriterium gewéhrleistet Konvergenz, falls

1 > lim {/|agz®| = |z| lim /|ax]
k—oo k—oo
1

lim {/|ag|
k—oo

= |z| <

Satz B.3

o0
Sei Y apx® eine Potenzreihe. Dann gibt es ein R € [0,00], so dass gilt:
k=0

i konvergent

o0
Fiir |x| i R ist die Reihe Zakx

prd divergent

R heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.
Falls der entsprechende Limes existiert, gilt

1
R=——— und R = lim

lim {/|ag| k—o0
k—o00

B. Ergédnzungen zu Reihen
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Beispiel 3:
o0
1. > 2% alsoay=1. Danngilt R = lim + = 1.
=0

k—o0

= die Reihe konvergiert fiir |z| < 1 und divergiert fiir [z| > 1
(geometrische Reihe, Satz 3.9).

o0
2. Betrachte ) 1 -aF.
k=1
Dann ist
1
T kE+1
R:hm%:hmi—i_ =1
k—o0 k—oo k

Also ist z" fiir |z| < 1 konvergent, fiir |z| > 1 divergent.
g g

Was ist fur |x| =17

Fiir z = 1 ist die Reihe divergent: Z za®

||
18
o

k=1 k=1
(harmonische Reihe, s. Satz 3.10).
.. S 21k X (=D
Fiir z = —1 ist sie konvergent: ) za" = ) 7~
k=1 k=1
(Leibniz-Kriterium, s. Satz B.1).
3. Erinnerung: k!:=1-2-3....-k, 0l :=1.
o0
Zu Y Lk ist ap = 4, also
k=0
1
i k4 1)!
R = lim |—E| = lim +| ! lim (k+1) = oo,

d.h. die Potenzreihe konvergiert fiir jedes x.

Bemerkung:

Eine Potenzreihe konvergiert iiblicherweise ,,bis zur ersten Singularitét®.

Beispiel 4:

o0
1. Y a* = ;& konvergiert fiir |z| < 1. Bei z = 1 liegt eine Polstelle vor.

k+1

z e
ln(()) —00.

= In(1 + k) konvergiert fiir || < 1. Bei z = —1 ist In(1 — 1) =

B. Ergédnzungen zu Reihen
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C. Ergdnzungen zur Differenzialrechnung

Was ist die Umkehrfunktion zu f : x — 2x + 1?7 Es gilt: f(x)
1 1

Die Umkehrgerade wird also beschrieben durch y +— %y — %

Die Steigung der urspriinglichen Geraden ist 2, die Steigung
der Umkehrgeraden ist % Diese Invertierung der Steigung gilt
allgemein.

Satz C.1
Ist f umkehrbar und differenzierbar in xo mit f'(xo) # 0, so ist die Umkehrfunk-
tion f~1 differenzierbar in yo := f(xq) mit
1 1

—1\/ . o
U700 = 50y = Frimo)

Beweis:

Betrachte f und g := f~'. Dann ist (go f)(z) = (f o f)(x) = z also (go f)(z) = 1.
Mit der Kettenregel und yp = f(x0) ergibt sich so

1 = (gof)(x) = g(f(xo) f'(x) = (F71) (o) f'(wo)

und damit die Behauptung.

C. Erginzungen zur Differenzialrechnung
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Anwendungen zur Berechnung weiterer Ableitungen:

1. Zu f:x— eist f~' 1y +—Iny.
Wegen f'(z) = e” ergibt sich dann mit Satz C.1:
1 1 1 1

o) = 7770 ~ Py ~ oy M

2. Mit (1) ergibt sich weiter fiir jedes a € R und = > 0:

= () - ()

1

— ealnx . a- =

~—— T

duBere Ableitung N~~~

innere Ableitung
1
= z%-a-— = a-z%!

X

Beispiel 1:

! 1 1 1 1

Eine andere Herleitung der Ableitung von /x als Umkehrfunktion zu f(x) =
22 ergibt sich mit Satz C.1: f~1(y) = VY, also

1 1 1

I —1\/
Vo = U)W = 5y ~ ) T o

3. Zu f: x> sinz ist f~!(y) = arcsiny. Wegen f'(x) = cosz ist dann

1

cos(arcsiny)

_ /
()@ =
Dies kann man weiter umformen, denn aus cos? z + sin® z = 1 folgt

cosz = +v1-—sin?zx.

1 .
COS ™ Ssinx

C. Erginzungen zur Differenzialrechnung
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Da arcsiny € [—g, g] und cos z dort grofler oder gleich 0 ist, ist

cos(arcsiny) = +\/1 —sin?(arcsiny) = /1 — 2,

also
1

(arcsiny)’ =
l—y

Mit der Ableitung des Logarithmus kann man einen interessanten Grenzwert bestimmen:

1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n

Beweis:
Es ist (Inz)’ = 1. Fiir 29 = 1 heifit das speziell:

. In(I+hA)-In(1) . 1 . 1
1 = Ilzli% . = ’llli%ﬁln(l—ﬁ—h) = I%li)r%)ln((l—l-h)h).
Also gilt:

1
lim,_,olnl (14+h) R

1

In{ (14+h)R

= lime <(+)h)

h—0

. 1
= hi%((l-l-h)h)

Speziell ergibt h = 1, dann e = lim (1 + %)n

n n—0o00
Ein Polynom a,2" 4+ ap_12" "' 4+ - - + a1z + ag besitzt die Ableitung
nean- 2" P4+ -1 ap_1-2" 2+ +a.

Dies iibertrégt sich auf Potenzreihen.

Satz C.2

o0

Ist > anx™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R, so ist die durch die-
n=0

se Potenzreihe dargestellte Funktion fir |x| < R differenzierbar mit Ableitung

oo
3 napz™ L.
n=1
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Bemerkung:
Ist R = W, So ist
1 B 1
Tim {/fnae]  lim (/0 {/]an])
B 1
S

1
:—:_R7

1- lim {/|an]
—00

n

d.h. der Konvergenzradius der Ableitungs-Potenzreihe entspricht tatséichlich dem
der urspriinglichen Reihe.

Beispiel 2:
<1\ &1 1
N\ L .n _ . n—1 __ n—1
@ = (Sar) = Sa = Sy
n=0 n=1 n=1

=k

C. Erginzungen zur Differenzialrechnung
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D. Erganzungen zur Vektorrechnung

D.1. Skalarprodukt und Norm

Definition D.1

Ist V' ein Vektorraum, so bezeichnet man jede Abbildung, die zwei Vektoren
vy, v2 € V eine reelle Zahl (vy,vy) zuordnet, und die die Eigenschaften 1. bis
3. aus Satz 7.6 besitzt, mit Skalarprodukt:
Zu v,v1,v9,v3 € V, XA € R gilt

1. (v,v) >0 und (v,v) =0= v =0,

2. (v1,v3) = (va,v1),

3 <U1 + ’02,’U3> = <U1,U3> + <U2,U3>,

<)\ . 1)1,1)2) =\ (1)1,1)2) = <’U1,)\ . 1)2).

Bei (v1,v2) = 0 sagt man auch hier, v; und vy sind orthogonal und definiert die

Norm von v als |[v]| := /(v,v).

Bemerkung:

Eine solche Norm kann man sich tatséchlich als (verallgemeinerten) Abstand vor-
stellen. Der Abstand von vy zu vg ist ||v; — val|.

Es gelten die Eigenschaften aus Satz 7.10:

Satz D.2
Ist V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) und zugehdiriger Norm || - ||, so gilt
fir v,v, v € V, A€ R
LAl = [A]- []ol]
2. Jvr +wv2|| < |loll + |Jvel|  (Dreiecksungleichung)
3. (vo,v1) < ||vi]| - [|vel| (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung).
Beispiel 1:

Sei V' der Vektorraum aller stetigen Funktionen [0,27] — R. Dann ist zu f,g € V
durch

2

(f.9) = / f(@) - g() da

0

ein Skalarprodukt definiert. Die Eigenschaften 2. und 3. folgen aus den Rechenregeln
des Integrals, und es ist

27

. f) = / (f(z))2de >0,

0

D. Erginzungen zur Vektorrechnung
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wobei der Wert > 0 ist, sobald f nicht iiberall gleich 0 ist.

Die zugehorige Norm ist
27
1fll2 =/ [ |f(2)]? da,

0

mit dem Abstand

2
d(f,9) = |If —gllz = ({!f(x)—g(x)Pdw

(Abstand im quadratischen Mittel).

dy f(z)

Beispiel 2:
Fiir f(z) =sinz und g(z) =1 gilt
27

Hsz = sinzdz = m,

o

21
lgl? = [1da = 2m,

0
21

(f,9) = sinz-1dx = 0.
/

f und ¢ sind also orthogonal. Man kann zeigen, dass (bzgl. dieses Skalarpro-
dukts) alle Funktionen

1, sinz, cosz, sin(2x), cos(2z), sin(3zx),...

zueinander orthogonal sind.

D. Erginzungen zur Vektorrechnung
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D.2. Abstandsbestimmung

Zur Abstandsbestimmung sucht man entsprechend orthogonale Verbindungsvektoren.
Beispiel 1:
Abstand von E = {(%é) | 21 — 229 + 223 = 5} zum Punkt P = (_%5)

Mit dem Normalenvektor 7 = (—;2) und dem Punkt P erhilt man die Gerade:

g = {P+M|XeR}

1 1

={l 2 |+Xx[-2] | xeR}
-5 2
14+ A

={| 2-2\ | |NeR}
=54 2A

Einsetzen dieser Darstellung in die Gleichung zur Ebenenbeschreibung liefert den
Parameter Ay des Schnittpunkts L von g mit £

(1+X0) —2(2—2X) +2(=5+2X) = 5
& 1+ —44+4N —104+4X = 5
EN 9o = 18
& Ao = 2
1 2
= Abstand = |[Xo-7| = |[2-[ =2 ||| = ||| -4 ||
2 4

= V24 (—4)2+4 = V36 = 6

D. Erginzungen zur Vektorrechnung



Anhang 123

Beispiel 2:
Abstand der Geraden
0 1 2 0
g={l0]+X|l 0 | |AeR} und go={| 6 | +ul|2] |peR}
0 -2 -1 4

Idee: Suche P € g1, Q € g2 bzw. Ao, po entsprechend, so dass der Verbindungsvektor
auf beiden Richtungsvektoren senkrecht steht, d.h., dass fir v = §— p gilt:

UL < (1)2> und ¢ L (g), also:

2 0 0 1
= 6 |+m!2])—({O|+X]| 0 ])
-1 4 0 -2
2 X\
= 6 + 2o
—1+4po + 2Xo
1 2— Ao 1
7L 0 & 6+ 2uo . 0 =0
-2 —14+4pg + 20 -2
=1 1-(2—)\0)—2-(—1+4M0+2)\0) =0
= 4—5)\0—8u0 =0 (I)
0 2— X 0
712 o 6 + 2410 2] =0
4 —144pg 42X 4

& 2-(642u) +4-(=14+4pup+2Xx) = 0
< 84+8M+ 20 = 0
= 2—}-2)\04-5/10 =0 (H)

2. () +5-(I): 18+ % =0 = pp=—2
in (II) eingesetzt: 242X —10=0 = Xy =4

2—-4 -2
= U = 6 + 2(—2) = 2
—144(-2)+2-4 ~1

= Abstand der Geraden = ||t]| = \/(=2)2 + 22+ (-1)2 =19 =3

D. Erginzungen zur Vektorrechnung
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g1

Beispiel 3:
Wie lautet der Punkt L auf der Ebene, die durch den Ursprung geht und von
- 1 S -2 . . .
U] = <8> und vy = ( ! > aufgespannt wird, der am néichsten am Punkt P mit

p= <§> liegt?

Esist [ = o107 + asvs mit a1, as € R und d := p'— [ muss senkrecht zur Ebene, also
senkrecht zu v1 und v3 sein:

0+ d v
(P — (101 + ag03)) - 01
= P-U1 — a10] - U1 — Qs - V1.

Nun ist hier v3 - v71 = 0, also

N P U1 10 9
1 = = —_— =
||v1]]? 5
Entsprechend ergibt sich as = ﬂ;’ﬁQ = % = 1.

Damit ist I = 2 - (é) 1. (12> - (?)
2 1 5

D. Erginzungen zur Vektorrechnung
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Bemerkung:

Beispiel 3 kann man auf einen beliebigen Vektorraum erweitern:

Sei V' ein Vektorraum, E die durch vy, ...,v, € V aufgespannte Ebene durch den
Ursprung (also die Menge aller Linearkombinationen der vy) und die vy, seien (bzgl.
eines in V' definierten Skalarprodukts (-,-)) orthogonal zueinander.

Dann ist der zu p € V néchstgelegene Punkt | auf E gegeben durch

Il = ap-v1+4+...+a, v, mit ak:<p’vk2>7
[[vk]|
wobei || - || die von dem Skalarprodukt induzierte Norm ist.

Beispiel 4:

Beim Vektorraum V' der stetigen Funktionen auf [0, 27] mit dem in Beispiel 1
eingefithrten Skalarprodukt erhélt man als beste Approximation eines f € V
durch die Funktionen

1, sinz, cosz, sin(2x), cos(2x),..., sin(nzx), cos(nz)
die Funktion

I = ap-1+ajcosz+bysinx + ...+ ay,cos(nx) + by, sin(nz)

= ap+ Z (ak, cos(kz) + by sin(kz))

k=1
mit
{(f,1) L f
ap = H17H2 = W!f(x)dxa

,cos(kx 1
ar = W = 27r/f(m)cos(kx)da;,

= 7(f,sin(k:a?)> _ 1 z) sin(kx) dx
bk = [sin(kz)[2 27r/f( ) sin(ke) dz.

Dies sind genau die Fourier-Koeffizienten zu f.

D. Erginzungen zur Vektorrechnung
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E. Erganzungen zu Determinanten

Bemerkungen zur Determinantenberechnung:

1. Wegen det A = det A7 kann man zur Berechnung statt Zeilen- auch Spaltenopera-
tionen nutzen, z.B

2 1 1 1 2

det| 1 0 1 = —det| 0 1
0 01 00
A

2. Man kann aus Zeilen oder Spalten Faktoren herausziehen.

Beispiel 1:
03
2 6 2\ :2 1 3 1 1 1 1
det| -1 -3 O =2-det| -1 -3 0O = 2-3-det| -1 -1 0| +I
0 3 3 0 3 3 0 1 3
1 11 1 1 1
=2-3-det| 0 0 1 ) = —2.-3-det|{ 0 1 3
01 3 0 01
= —-2.-3-1 = —6

Damit ist dann auch det(a - A) = o™ - det A versténdlich.

3. Man kann nach Zeilen oder Spalten entwickeln.

Beispiel 2:
Entwicklung nach der 1. Spalte:

2 6 2 a0 e

det | -1 -3 0] = —i—2-det< 3 3> —) -1 -3 0
0 3 3 3 3

6 92 2 6 2
—(—1)-det(3 3> —| —+3 06

0 3 3
2 6 2

6 2

E. Erginzungen zu Determinanten
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Entwicklung nach der 2. Zeile:

2 6 2
det{ -1 -3 0| = —(—1)-det<g §>+(—3)-det<(2) g)
0o 3 3
2 6
—0-det<0 3>
=1-12-3-6—-0 = —6.

Allgemein: Berechung duch Entwicklung nach einer Spalte/Zeile:

Summe iiber die Spalten-/Zeilenelemente mit alternierenden Vorzeichen, multipli-
ziert mit der Determinante der entsprechend zusammengestrichenen Matrix.

Vorzeichenschema: + - 4

Beispiel 3:

Entwicklung nach der zweiten Spalte:

421(1) g ; 4 0 2 2 3 1
det = —0-det{0 1 5)+1-det{0 1 5
02 195 5 —1 1 5 -1 1
5 0 -1 1
2 3 1 2 31
—2-det|{4 0 2] +0-det| 4 0 2
5 —1 1 015
=1-(2474+0-5—(-10)+0)
~2-(04+30-4-0+4-12)
=82-2-18 = 46.
Bemerkungen:
1. Durch die Entwicklungsformel ist klar:
AeZ™" = detAeZ
2. Sei A € Z™". Wann ist A~ € Z"*"?
Wegen det A~ = ﬁ und 1. muss dann notwendig det A = 1 sein. Dies

ist auch hinreichend, denn die Elemente von A~! ergeben sich dann nach der
Cramerschen Regel als ganze Zahlen.

E. Erginzungen zu Determinanten
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4. Mit Determinanten kann man Inverse berechnen.

Beispiel 4:
120
Gesucht ist die Inverse X zu A = (??}1%)’ also
1 2 0 11 T12 T13 1 00
0 -1 1 o1 X292 I23 = 01 0
1 0 1 Tr31 I32 I33 0 0 1

Nach der Cramerschen Regel und der Entwicklung nach Spalten ist dann

T11 = ! : (1) —21 (1) = 1-‘<_1 1>
det A 0 o0 1 det A 0o 1/}’

o L éé?) - 2Le )
det A 101 det A 1 1/

Satz 5.1
Sei Aji die Determinante der aus A entstehenden Matriz nach Streichung der
i-ten Zeile und k-ten Spalte, multipliziert mit (—1)"*:

Dann st
A Aoy Ant
o1 A1 Ao
det A L .
Aln AQn Ann
Bemerkung:

Beachte die transponierten Plitze der A;.

Beispiel 5:
-1
air aiz _ L (fan —an
as1 99 det A —ag1  ann )

E. Erginzungen zu Determinanten
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4. Im Folgenden wird die Beziehung
det A#0 < Aist regulir < das LGS Ax = b ist eindeutig 16sbar

genauer untersucht bzw. angewendet.

Bemerkungen:

1. detA = 0 A singulér
Beim Gauf3-Verfahren entsteht eine Null-Zeile oder -Spalte

Man kann eine Zeile/Spalte durch die anderen darstellen

L

Die Zeilen/Spalten sind linear abhéngig

W

im

S Die Zeilen/Spalten liegen in einer Ebene

i3

Insbesondere gilt:

Die Spalten sind Linearkombination voneinander

< Die Zeilen sind Linearkombination voneinander.

Beispiel 6:

= L(3I-1I)

W N =

3 0
11
4 1) =1+1I
2. Es gilt

A, B ist invertierbar < A - B ist invertierbar

s (3
det A,det B#0 < det(A-B)=detA-detB #0

Also gilt auch: A oder B ist singuldr < A - B ist singular.

E. Erginzungen zu Determinanten
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Satz E.2

es genau eine Parabel.

Durch 3 vorgegebenen Punkte (x,yx), k = 1,2,3, mit x1,x9, x3 verschieden, gibt

Beweis:

Der Ansatz fiir f(z) = az? + bx + ¢ fiihrt zu

2

a:1:12+b$1 +c=mn r® w1 a Y1
axe® +bro+c=1y < x92 x9 1 b = 1o
axs® + bxs +c = y3 232 xg 1 c Y3
Nun ist
x12 X1 1
det | 292 29 1 = (21 —z2)(x1 —x3)(x2 —23) # 0,
$32 I3 1

falls x1, 9, x3 verschieden sind.

Bemerkung:

Satz E.2 kann man auf beliebigen Punktanzahl n und Polynome von Grad n — 1
verallgemeinern. Die entstehende Determinante

n—1 n—2
Ty Ty oooxp 1
:Ug*l $72172 .o om9 1
det =
n—1 n—2
Ty Ty Ty 1

heif3t Vandermond-Determinante.

E. Erginzungen zu Determinanten
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